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全 国 硕 士 研究 生 入 学 统一 考试 备考 用 书 介绍 


为 了 帮助 同学 们 在 考研 复习 时 ， 在 较为 紧张 的 时 间 安 排 下 ， 有 效 加 深 对 概念 与 理论 的 理 
解 ， 熟 练 掌握 常用 的 解 题 方法 与 技巧 ， 针 对 考研 同学 的 实际 需要 ， 我 社 特 组 织 出 版 了 由 考研 
辅导 名 师 陈 启 浩 教授 编写 的 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 备考 用 书 

本 套 从 书 分 别针 对 参加 数学 一 、 数 学 二 和 数学 三 考试 的 同学 ， 其 中 针对 数学 一 考试 的 包 
括 四 本 书 ， 分 别 是 : 

《2016 考研 数学 (一 ) 真题 精 讲 与 热点 分 析 (2006 ~2015)》( 简 称 《 真 题 精 讲 》) 

《2016 考研 数学 (一 ) 典型 题 660》 (简称 《典型 题 660》) 

《2016 考研 数学 (一 ) 高 分 突破 135》( 简 称 《 高 分 突破 》) 

《2016 考研 数学 (一 ) 名 师 精 选 全 真 模拟 冲刺 题 10 套 》( 简 称 《 全 真 模 拟 》) 

本 套 系列 从 书 是 在 陈 启 浩 教 授 对 全 国人 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 大 纲 的 深入 研究 和 对 历届 
考研 真题 的 精细 分 析 的 基础 上 写成 的 ， 也 是 他 长 期 大 学 数学 教学 ， 特 别 是 近 十 几 年 来 考研 数 
学 辅导 的 结晶 . 

本 套 系 列 丛 书 ， 无 论 是 内 容 编 写 还 是 解 题 方法 都 比较 精练 、 新 颖 ， 富 有 启迪 性 和 前 瞻 
性 ， 实 用 性 、 针 对 性 也 很 强 ， 可 以 明显 提高 复习 的 效率 ， 这 套 书 贴近 考纲 、 考 试 ， 更 贴近 考 
生 ， 是 广大 考生 值得 拥有 的 一 套 好 书 
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参加 考研 的 同学 ， 一 定 要 认真 练习 近 十 年 的 全 国 硕士 研究 生 和 学 统一 考试 的 真题 ， 因 为 
这 样 既 可 以 评估 复习 的 效果 ， 找 出 不 足 ， 尽 快 补 上 ， 也 可 以 获得 试题 形式 、 广 度 和 难度 等 有 
价值 的 信息 . 

为 了 帮助 同学 们 从 考研 真题 的 练习 中 发 现 更 多 不 足 ， 掌 握 更 多 方法 ， 我 们 对 2006 年 至 
2015 年 的 考试 试题 ， 作 了 精心 的 解析 ， 编 成 本 套 丛 书 的 《2016 考研 数学 (一 ) 真题 精 讲 与 
热点 分 析 (2006 ~2015)》 一 书 ， 本 书 由 三 部 分 组 成 : 

A. 十 年 真题 (单独 成 册 ) 

B. 十 年 真题 精 讲 

C， 热点 分 析 

“十 年 真题 精 讲 ”是 对 每 一 道真 题 通过 “分 析 ”“ 精 讲 ” 和 “附注 ”三 部 分 进行 精细 、 
完整 的 解析 ， 特 别 在 “ 精 讲 ”中 大 量 采 用 了 既 普遍 实用 又 富有 技巧 性 的 方法 给 出 解答 ， 十 
分 贴近 考生 ， 这 是 本 书 的 一 个 亮点 ， 也 是 本 书 与 其 他 同类 书籍 的 一 个 区 别 . 

“热点 分 析 ” 是 对 最 近 十 几 年 考研 真题 进行 全 面 分 析 、 研 究 后 ， 提 出 的 经 常 出 现 于 试题 
中 的 、 对 考生 来 说 较为 困难 或 容易 失 分 的 问题 ， 通 过 例题 进行 讲解 ， 十 分 贴近 考试 . 

希望 同学 们 在 使 用 真题 进行 练习 时 ， 不 要 轻易 翻阅 真题 解答 ， 只 有 当 百 思 不 得 其 解 时 才 
查阅 解答 ， 这 样 练习 才能 起 作用 . 在 练习 结束 之 后 ， 针 对 每 一 道真 题 ， 应 回 过 头 来 仔细 阅读 
书 中 有 关 这 道 题 的 分 析 、 精 讲 和 附注 的 内 容 ， 进 行 比 对 和 总 结 ， 内 化 为 自己 的 能 

希望 同学 们 认真 专注 地 进行 复习 ， 取 得 满意 的 成 绩 ! 

欢迎 同学 们 对 本 书 提出 建议 和 意见 ， 发 邮件 到 cqhshuxue@ gmail com， 非 常 感谢 ! 
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2015 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 


一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 , 共 32 分 ， 下 列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 题目 要 求 . ) 

(1) 设 孔 数 f(x) 在 ( -wm ，+o ) 上 连续 ， 其 2 阶 导 也 数 "(x) 的 图 形 如 下 图 所 示 ， 则 
曲线 y =f(x) 的 拐点 个 数 为 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 


Go 





-| 





[ ] 
(2) 设 y= Fe” + E: = 于 je 是 2 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 多 +ay' + by =ce” 的 一 


个 特 解 ， 则 


(A)a= -3, b=2, c= -1. (B) w=3, b=2, t= =1, 
(C)a= -3, b=2, c=1. (DY w=3, b=2, CE 

[ 1] 
(3) 若 级 数 》 w 条 件 收敛 ， 则 * = 与 * -3 依次 为 宕 级 数 > na,(x _1) 的 
(A) 收敛 点 ， 收 敛 点 . (B) 收敛 点 ， 发 散 点 . 
(C) 发 散 点 ， 收 化 点 (D) 发 散 点 ， 发 散 点 . 

[ 








(4) 设 D 是 第 一 象限 中 曲线 2xy =1，4xy =1 与 直线 y=x，y =v3x 围 成 的 平面 区 域 ， 
函数 Kx，y) 在 刀 上 连续 , 则 f(x,y) dxdy = 





(A) 上 ae[ A rcosb,rsing)rdr . (B) Eag| “fy reos0 ,rsing)rdr . 
(C) 人 ae 六 rcosb,rsing)dr . (D) dg| A( reos0 ,rsinO ) dr. 
4 3sin26 4 VIsinag 


[ 1] 


2015 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 3. 

















1 1 1 1 
(5) 设 和 矩阵 4=|1 2 | b=| d |, 集合 2= 11，2|， 则 线性 方程 组 hx =b 有 无 
1 4 oa a 
穷 多 个 解 的 充分 必要 条 件 为 
(A) ag0, d¢0. (B) ag¢g0, deQ. 
(C) aeQn, dz (DY ase, Gen 
[ ] 
(6) 设 二 次 型 f(x ，x,，% ) 在 正 交 变换 x = Py 下 的 标准 形 为 2y? +y? -好 ， 其 中 x = 
(Wy Wy RD)" se WE (Ws )2， y)', P=(e, e,, e;). 若 Q= (el,， - €3, €,), 则 
f(x ，z;，%s ) 在 正 交 变换 x = Qy 下 的 标准 形 为 
(A) 271 一 )2 +73. (B) 2 和 1 +7 -3. 
(C) 27 -7 -3. (D) 2y1 +72 +73. 
[ ] 
(7) 若 4，B 为 任意 两 个 随机 事件 ， 则 
(A) P(AB) <P(A)P(B). (B) P(AB) =P(A)P(B). 
(C) P(AB) < He. (D) P(AB) > 全 全 二 人 
[ ] 
(8) 设 随机 变量 了， 了 Y 不 相关 ,， 且 EX =2, EY=1, DX=3, 则 E[X(X+Y-2)] = 
(A) -3. (B) 3. (C) -5. (D) 5. 
[ ] 


二 、 填 空 题 (9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 . ) 


oe 


(9) lim = 





i ns ol | 


] + cosx 
(11) 若 函 数 z=z(x,y) 由 方程 e+xyz +x +cosx =2 确定 ， 则 dz | ov = . 
(12) 设 0 是 由 平面 x+y+z=1 与 三 个 坐标 平面 所 围 成 的 空间 区 域 ， 则 








s+ 2y + 3z)drdydz = 
i 








2 0 QB.. 0 2 
-1 2 0 2 
(13) n(n=3) 阶 行列 式 | : : : :|= 
0 0 … 2 汉 
0 0 :… -1 2 


(14) 设 二 维 随 机 变量 (站 ，Y) 服 从 正 态 分 布 N(1， ， 1; 0), 则 P(XY-Y<0)= 


了 罗 A 十 年 真题 





三 、 解 答题 (15 ~23 小 题 ， 共 94 分. 解 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步骤 . ) 

(15) (本题 满分 10 分 ) 

设 函 数 fx)=x +aln(1 +x) +bxsinx,， g(x)=Jx . 车 f(x) 与 g(x) 在 x 一 0 是 等 价 无 穷 
小 , 求 a, 5b, 5 值 . 

(16) (本题 满 分 10 分 ) 

设 函 数 f(x) 在 定义 域 1 上 的 导数 大 于 零 ， 若 对 任意 的 xo。e 1， 曲线 y =f(x) 在 点 (xo， 
f(%o) ) 处 的 切线 与 直线 x = 及 x 轴 所 围 成 的 区 域 D 的 面积 为 4， 且 了 (0)=2, 求 f(x) 的 表 

(17) (本 题 满分 10 分 ) 

已 知 函 数 Jx，y)=x+y+xy， 曲 线 C: x +y +xy=3, 求 Jx, y) 在 曲线 C 上 的 最 大 
方向 导数 . 

(18) (本 题 满分 10 分 ) 

( 工 ) 设 函 数 u(x) ,v(x) 可 导 ， 利 用 导数 定义 证 明 

[u(x)v(x)] =u (x) vx) tu(x)v x)’; 

( 卫 ) 设 函 数 w (x)， w(x)，…，w,(%) 可 导 , f(x)=w(x)w(x)…u,(x)， 写 出 f(x) 
的 求 导 公 式 . 

(19) (本 题 满分 10 分 ) 


忆 知 遇 线 7 的 方程 为 | “7 ,起 点 为 4(0， 二 ,0)， 人 点 为 8(0，- 6 


0) 计算 曲线 积分 1= [Gy + adz+ (了 - 巡 + 六 dy 二 (2+P)dz 

(20) (本 题 满 分 11 分 ) 

设 向 量 组 mw ，m ,是 3 维 向 量 空间 本 的 一 个 基 ，B, =2@ +2kha, B, =2m，B; =- 
al +(k+1)Q;. 

( 工 ) 证 明 向 量 组 B, ，B, ，B: 是 Ri 的 一 个 基 ; 

( 开 ) 当 上 为何 值 时 ， 存 在 非 零 向 量 专 在 基 wm ，o，om 与 基 B ，B, ，B, 下 的 坐标 相 
同 ， 并 求 出 所 有 的 专 

(21) (本 题 满分 11 分 ) 














0 2 -3 1 -2 0 
设 和 矩阵 A =| -1 3 -3 | 相似 于 和 矩阵 召 =|0 bp 0 | 
1 -2 ua 0 31 











( 工 ) 求 c, 5 的 值 . 
( 工 ) 求 可 道 矩 阵 己 ， 使 得 己 -4P 为 对 角 阵 . 
(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 随机 变量 的 概率 密度 为 
2-*ln2 x>0, 
人 <) | x0. 


对 并 进行 独立 重复 的 观测 ， 直 到 第 2 个 大 于 3 的 观测 值 出 现时 停止 ， 记 了 为 观测 次 数 . 


2015 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 





( 工 ) 求 了 的 概率 分 布 ; 
( 卫 ) 求 EY. 

(23) (本 题 满分 11 分 ) 
设 总 体式 的 概率 密度 为 


0 其 他 ， 
其 中 0 为 未 知 参数 ，X,，X,，…， 了 XX, 为 来 自 该 总 体 的 简单 随机 样本 . 
( 工 ) 求 6 的 矩 估计 量 . 
( 卫 ) 求 6 的 最 大 似 然 估 计量 . 


2014 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 


一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ,， 共 32 分 . 下 列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 题目 要 求 . ) 

(1) 下 列 曲线 有 渐 近 线 的 是 

(A) y=x+sinx. (B) y =x +sin x. 


(C) y =x+sin (D) y= +sin 
[ ] 
(2) 设 函 数 扎 xz) 具有 2 阶 导数 ，g(x)=f/(0) (1 -x) +f/(1)x， 则 在 区 间 [0,1] 上 


(A) 当 f (x)0 时 , f(x)g(x). (B) 当 f'(x)z0 时 , f(x) <g(x). 
(C) 当 f"(x)=0 时 , f(x)=g(x). (D) 当 f"(x)z0 时 , f(x)<g(%). 


[ | 
(3) 设 /是 连续 函数 ， 则 | 由 end = 
We (zsy) 由 
(B) [af Mn a fp) dy 
(C) 人 站 一 "fl reos 0,rsin 0) dr sf dg | freos 0,rsin 0 ) dr. 
(D) J. dg 三， “fl reos 0,rsin 0)rdr + a0 |/ rcos 0,rsin 0)rdr. 
[ ] 
(4) 车 | (4% 一 QICOS YX 一 bisin x) dx min{ (x — acos x — bsin x)?dx}, 则 QI1COS 区 
+ bisin x = 
(A) 2sin x. (B) 2cos x. (C) 2msin x. (DJ)2mcos x. 
[ | 
0 a 0 0 
(5) 行列 式 ” 9 "| = 
0 cd 0 
0 0 a 
(A) (ad -be)’. (B) - (ad- bec)’. (C) ad -be. (D) be -oo 


[ ] 
(6) 设 w ,ww，aw; 是 3 维 向 量 ， 则 对 任意 常数 上 /1， 向 量 w + kas，@, +las 线性 无 
关 是 向 量 w ，% ，@; 线性 无 关 的 
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(A) 必要 而 非 充分 条 件 . (B) 充分 而 非 必要 条 件 . 
(C) 充分 必要 条 件 . (D) 既 非 充分 又 非 必要 条 件 . 
[ ] 
(7) 设 随 机 事件 4 与 B 相 互 独立 , 且 P(B)=0.5, P(A4-B)=0.3, 则 P(B-A)= 
(A) 0.1. (B) 0.2. (C) 0.3. (D) 0.4. 
[ ] 
(8) 设 连续 型 随机 变量 XX 与 X, 相互 独立 ， 且 方差 均 存 在 , X 与 X, 的 概率 密度 分 别 
为 (x) 与 (x)， 随 机 变量 Y 的 概率 密度 为 (y)= [Ai(7) + 及 (7) ] ， 随 机 变量 = 地 
(8 +X,)， 则 
(A) EY, > EY,, DY, >DY,. (B) EY, = EY,, DY, =DY,. 
(C) EY, =EY,, DY, <DY,. (D) EY, =EY,, DY, >DY,. 
[ ] 


二 、 填 空 题 (9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 , 共 24 分 .) 
(9) 曲面 z=x (1 一 siny) +y (1 -sinx) 在 点 (1,，0，1) 处 的 切 平面 方程 为 
(10) 设 /(x) 是 周期 为 4 的 可 导 奇 函数 ， 且 f(x)=2(x -1)，xe[0,2]， 则 /7)= 





(11) 微分 方程 xy' +y(ln x -ln y)=0 满足 条 件 y(1)=e 的 解 为 y= 
(12) 设 工 是 柱 面 x* +y =1 与 平面 y+z=0 的 交 线 ， 从 z 轴 正 向 往 z 轴 负 向 看 去 为 逆 


时 针 方 向 ， 则 曲线 积分 zdx + ydz = 


(13) 设 二 次 型 有 xi，z，z3)= 一 2 +2axixs +422xs 的 负 惯 性 指数 是 1， 则 a 的 取 值 








范围 
2x 
放 训 ee >, 0<x<20 2 
(14) 设 总 体 X 的 概率 密度 为 f(x; 0)= 30 ， 其 中 0 是 未 知 参 数 ， 巴 ， 
0， 其 他 


筷 ，…， 闷 ,为 来 自 总 体 不 的 简单 随机 样本 , 若 c > 忆 是 8 的 无 偏 估计 ， 则 c = 
志 这 证 
三 、 解 答题 (15 ~ 23 小 题 ， 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又. ) 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 
小 [2 Ger 1)-t]d 
1 


eml1 + 二 

(16) (本 题 满分 10 分 ) 

设 函 数 y=f(x) 由 方程 yw +xy +xy+6=0 确定 , 求 帮 x) 的 极 值 . 
(17) (本 题 满分 10 分 ) 


2 2 
设 函 数 /(u) 具 有 二 阶 连续 导数 ，z =/(e'cos y) 满足 + =4(z+e'cos y)e”. 车 
NX 


Ox 0y 








求 极限 lim 
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f(0)=0,f'(0)=0, 求 (uw) 的 表达 式 . 


(18) (本 题 满分 10 分 ) 
设 卫 为 曲面 z= 巡 + 姑 (z<1) 的 上 侧 , 计 算 曲 面积 4 


1= 有 -Dasdrdz+(r-1?dzdz+(z-1)drdy 
(19) (本 题 满分 10 分 ) 
设 数列 ja, | ,1 满足 0 <o， ,0 <b, ,cos qa, 一 a, =cos b,, 且 级 数 六 收敛， 
( 工 ) 证 明 :lima， =0; 的 


( 工 ) 证 明 : 级 数 二 全 “收敛 . 


(20) (本 题 满分 11 “ 

T 9 3 志趣 
0 1 -1 1 |, EE 为 三 阶 单位 矩阵 . 
1 2 0 -3 
( 工 ) 求 方 程 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 ; 
( 工 ) 求 满足 4 = 玖 的 所 有 和 矩阵 隐 . 
(21) (本 题 满分 11 分 ) 


设 4= 








1 1 :… 1 0 . 0 1 
证 明 ” 阶 算 阵 | ， .| 与 | ， ， “| 相似 . 
1 1 :1 0 1 0 n 


(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 随 机 变量 X 的 概率 分 布 为 P(X=1)=P(X= 2)= 广 ,在 给 全 定 站 =i 的 条 件 下 ,随机 变量 


了 服从 均匀 分 布 U0(0,i) (i=1,2). 


( 工 ) 求 了 的 分 布 函 数 FF,(y); 
( 卫 ) 求 EY. 
(23) (本 题 满分 11 分 ) 





x<0 


设 总 体式 的 分 布 函数 为 F(x，0)= *0, 其 中 9 是 未 知 参数 上 且 大 于 零 ,X ， 
, 夸 为 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 . 

(1) 求 EX 与 E(X); 

(五) 求 9 的 最 大 似 然 估计 量 9,; 

( 亚 ) 是 否 存 在 实数 a。， 使 得 对 任何 >0， 都 有 limP| | 9, -a | >e| =0? 


2013 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 


一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分, 共 32 分 . 下 列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 题目 要 求 . ) 


(1) 已 知 极 限 lim 一 = c, 其 中 心 ,c 为 常数 , 且 c 0, 则 
x 和 


1 1 
(A) k=2, c= -7 (B) k=2, c=7- 
1 1 
(C) k=3, c= 一 本 (D) k=3, c= 
[ |] 
(2) 曲面 x +cos(xy) +yz+x=0 在 点 (0，1，-1) 处 的 切 平面 方程 为 
(A)x-y+z= -2. (B)x+y+z=0. 
(C) x -2y+z= -3. (D)x-y-z=0. 
[ ] 


(3) 设 f(x)=|x- ;| ,b, =2 | f(x) sinnmxdr(n=1, 2,…), 令 S(x) = 25, sin 72TTX ， 
0 n=1 





ys(-2)- 


3 1 1 3 
(A) - (B) (C) -天 (D) -下 
[ ] 
(4) 设 世 :+=1, 已: + =2, 己 : XY +2y =2，: 2x +y =2 为 四 条 道 时 针 
3 3 
方向 的 平面 曲线 , 记 7 = 9 (7 + 和 ja + (2z -等 )dyGi = 1,2,3,4), 则 max| ,6,44| = 
Li 


(A) 了 (B) L. (C) 7 (D) L. 


(5) 设 4, B,C 均 为 n 阶 和 矩阵 ， 奇 AB=C, 且 B 可逆 ， 则 
(A) 矩阵 C 的 行 向 量 组 与 矩阵 4 的 行 癌 量 组 等 价 . 
(B) 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 矩阵 4 的 列 向 量 组 等 价 . 
(C) 矩阵 C 的 行 向 量 组 与 矩阵 B 的 行 向 量 组 等 价 . 
(D) 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 矩阵 B 的 列 向 量 组 等 价 . 





(6) 和 矩阵 





1 a 1 2 0 0 
a b | b 9 toons 
1 a 1 0 0 0 
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(A) a=0, b=2. (B) a =0, &。 为 任意 常数 . 
(C) a=2, b=0. (D) a =2, 2 为 任意 常数 . 


| | 
(7) 设 X，X,,X, 是 随机 变量 ,有 目 久 ~N(0, 1), X, ~N(0, 2°), X,~N(5,，3’)， 
P,=P( _2<X.<2) (i=1, 2，3) ， 则 
(A) 忆 >P, > 己 . (B) P; >P) >P;. 
(C) Ps >P; >P:. (D) P >P >P,. 
[ ] 
(8) 设 随机 变量 铸 ~t(n)，Y~F(1,，n)， 给 定 a(0 <a<0.5)， 常 数 c 满足 P( 和 >c)= 
a, 则 P(Y>c)= 
(A) au. (B) 1 -cu. 
(C} 2 (D) 1 -2a. 


二 、 填 空 题 (第 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分.) 
(9) 设 函 数 y=f(x) 由 方程 y-x=e* 确定 ， 则 limn|f (六 Ls 


(10) 已 知 y,=e” -xe”，y, =e -yxe y= 一 xe” 是 某 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方 
程 的 3 个 解 ， 则 该 方程 的 通 解 y = 
中 Ben (1 为 参数 ) ， 则 4 
y=itsint+cost, dx 
lInx 
(2) (1 人 aa 
(13) 设 4=(o) 是 3 阶 非 零 矩 阵 ，|4 | 为 4 的 行列 式 ，4; 为 w 的 代数 余子 式 . 若 
a; +4;=0(i, j=1, 2, 3), 则 |4|= 
(14) 设 随 机 变量 了 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， a 为 常数 且 大 于 零 , 则 P(Y<a+tl| 
Y>a)= 
三 、 解 答 题 (第 15- 23 小 题 ， 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步骤 . ) 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 


计算 | 站 芝 J 革 呈 下 网 所 | 

(16) (本题 满 分 10 分 ) 

设 数列 | a,} 满足 条 件 :a。= 3,a, = 1,a, -n(n 一 1)a,，= 0(n 宇 2).S(x) 是 震级 数 
y or 的 和 函数 ， 
(1T) 证 明 ; 9"(x) _S(x)=0; 


( 荆 ) 求 5S(x) 的 表达 式 . 
(17) (本 题 满分 10 分 ) 


求 函数 /(x,)= (y+ 等 je 的 极 值 ， 
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(18) (本 题 满分 10 分 ) 

设 奇 函 数 J(x)=[ -1,，1] 上 具有 二 阶 导 数 ， 且 (1)=1, 证 明 : 

( 工 ) 存在 ge (0, 1)， 使 得 f'(é&)=1. 

( 卫 ) 存在 me ( -1, 1), 使 得 f"(m) +f'(m)=1. 

(19) (本 题 满分 10 分 ) 

设 直 线 了 过 4(1,，0,， 0)，B(0，1，1) 两 点 ， 将 工 绕 z 轴 旋转 一 周 得 到 曲面 三 了 与 
平面 z=0, z=2 所 围 成 的 立体 为 Q 

( 工 ) 求 曲 面 三 的 方程 ; 

(I) 求 Q 的 形 心 坐标 . 

(20) (本 题 满分 11 分 ) 

设 4=|， | a=( | 当 a, 必 为 何 值 时 ， 存 在 矩阵 C 使 得 4C - CA =B， 并 求 
所 有 和 矩阵 C. 

(21) (本 题 满分 11 分 ) 


设 二 次 型 f(x , NX), NX3)=2(a1X) + a xy + aaxs )” + (Dix + b,x, + b3x3 )”, 


Ci b 
CQ2 有 Bb 过 b, 
a3 bs 


( 工 ) 证 明 二 次 型 1 对 应 的 矩阵 为 2Q@” +BB”; 
(I) 若 a, B 正 交 且 均 为 单位 向 量 ， 证 明 /在 正 交 变 换 下 的 标准 形 为 273 + yi. 
(22) (本 题 满 分 11 分) 








记 wa = 











1 ， 2, X<1, 

入 机械 的 和 为 Mo)=| <*<3, 信 随机 变量 Y= 和 X，1 < 了 <2， 
0， 其 他 ， 1, X=2. 

( 工 ) 求 了 的 分 布 函数 ; 

( 荆 ) 求 概 率 P(X<Y). 

(23 ) (本 题 满分 11 分 ) 
0 2 

设想 休 下 的 要 这 为 /xs = | “> 其中 6 为 玉 和 参数 是 大 于 夫 ，， 
0， 其 他 ， 


和 忆 ，…， 夺 为 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 . 
( 工 ) 求 2 的 矩 佑 计量 ; 
( 工 ) 求 6 的 最 大 似 然 估计 量 . 
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一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 . 下列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 题目 要 求 . ) 


(1) 曲线 y= 所 + 的 渐 近 线条 数 为 


(A) 0. (B ) |. (C) 2. (D) 3. 





[ ] 
(2) 设 函 数 y(x)= (e” -1)(e -2)…(e™-n)， 其 中 是 正 整数 ， 则 y'(0)= 
(A) (-1) "(nn-1)!. (B) (-1)"(n-1)!. 
(C) (-1)" ml . (D) (1)"n!. 


(3) 如 果 函 数 Ax，y) 在 点 (0，0) 人 处 连续 ， 那 么 下 列 命题 正确 的 是 


(4) 车 极限 lim 人 于 生存 在 , 则 /Xx,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 ， 





x 


(B) 着 极限 lm 入 呈 如 存在 , 则 /x,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 ， 


(C) 车/x,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 , 则 极限 lim 全 生生 存在 ， 





(D) 车 fx,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 , 则 极限 lm As 2 存在 ， 


x 


AT 
(4) 设 1 = | e” sin xdx(k = 1,2,3), 则 有 
0 


(A)LT<L,<L. (B)L<b<L. (CL,<1, <L. (D)1, <1 < 


[ |] 
0 0 


1 一 1 
,四 =| -1|, @ =| 1 其 中 o， we， ec 为 任意 党 
C3 而 
数 ， 则 下 列 向 量 组 线性 相关 的 为 


(A) @, @,, os. (B)@, @,, &. (C) a, @, a (D)@&, @, &. 





1 0 0 
(6) 设 4 为 3 阶 矩 阵 , P 为 3 阶 可 逆 和 矩阵， ae 1 | 若 P=(@, @,, @), 
0 0 2 


Q@=(oa+w， Q: ， as ) ， 则 CO-40 = 
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[ | 
(7) 设 随机 变量 蕊 与 了 相互 独立 ， 且 分 别 服 从 参数 为 1 与 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 
则 P(X <Y)= 


1 1 2 4 
(4A) 去 (B) 计 (C) 抒 (D) 和 

[ ] 
(8) 将 长 度 为 1m 的 木 棒 随 机 地 截 成 两 段 ， 则 两 段 长 度 的 相关 系数 为 
CR (B) 六 (C) -六 Ci 

[ ] 


二 、 填 空 题 (第 9 ~14 小 题 ,， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 .) 
(9) 若 函 数 f(x) 满 足 方程 f(x) +f' (x) -2f(x)=0 及 了 "(x) +f(x)=2e*， 则 f(x)= 


(10) | = Var -eds = 8 


| 





(11) grad + 


(12) 设 王 = |(x,y，z) | x +y+z=1, % 宇 0, y 宇 0, z 宇 0|, 则 Jyas 三 





(13) 设 x 为 三 维 单位 列 向 量 , E 为 三 阶 单位 矩阵 ， 则 和 矩阵 E - xx 的 秩 为 








(14) 设 4，B，C 是 随机 事件 ,4 与 C 互 不 相 容 ，P(4B) = 二，P(C)= 村 ， 则 
P(4B | C)= 

三 、 解 答题 (第 15 ~ 23 小 题 ， 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 
步 又. ) 

(15) (本 题 满分 10 分 ) 

证 明 zl 了 TE +eos x 三 1 4 ( -1<x<1l). 

(16) (本 题 满分 10 分 ) 

求 函 数 /(x, y)=we- 了 的 极 值 . 

(17) (本 题 满分 10 分 ) 

求 宕 级 数 》 各 证 4n + 3 的 收敛 域 及 和 函数 

(18) (本 题 满分 10 分 ) 
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=f(i), 


区 
y=cost 


已 知 曲线 :| [0<, < 于 )， 其 中 函数 /7(1) 具有 连续 导数 ， 且 (0)= 0， 


1"(0) >0(0 <+< 字 } 车 曲线 工 的 切线 与 轴 交 点 到 切 点 的 距离 便 为 1， 求 函 数 /(,) 的 表 


达 式 ， 并 求 曲 线 世 与 轴 、y 轴 为 边界 的 无 界 区 域 的 面积 . 
(19) (本 题 满分 10 分 ) 
已 知 区 是 第 一 象限 中 从 点 (0，0) 沿 圆周 巡 + 交 =2x 到 点 (2,，0)， 再 沿 圆 周 x? +y* =4 
到 点 (0，2) 的 曲线 段 ， 计 算 曲线 积 4 
J = jaeydr 十 (和 + % 一 27)dy. 


(20) (本 题 满分 11 分 ) 


1 a00 1 

0 1 wo -1 
设 A= ,B= , 
a my el 

a 001 0 


( 工 ) 计算 行列 式 |4 | ; 
( 开 ) 当 实 数 wa 为 何 值 时 ， 方 程 组 4x =B 有 无 穷 多 解 ， 并 求 其 通 解 . 
(21) (本 题 满分 11 分 ) 





10 1 
0 1 1 = T/AT 、 
已 知 4 =- 要 及 二 次 型 (xi ，x,，%s)=x"(A"A)x 的 秩 为 2. 
和 a 
0 a -1 


( 工 ) 求实 数 a 的 值 ; 

( 工 ) 求 正 交 变换 x =Qy， 它 将 化 为 标准 形 . 
(22) (本 题 满分 11 分 ) 

设 二 维 离散 型 随机 变量 (X，Y) 的 概率 分 布 为 














区 
0 站 2 
xX 
1 1 
" 4 
1 
1 0 3 0 
1 1 
二 5 12 











(1) 求 P(X=27Y); 

( 卫 ) 求 Cov(X-Y, 7Y). 

(23) (本 题 满分 11 分 ) 

设 随机 变量 X 与 Y 相 互 独立 且 分 别 服从 正 态 分 布 N(4, 中 ) 与 N(n, 2o”"), 其 中 0 
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是 未 知 参数 旦 o >0. 设 Z =X- 世 
( 工 ) 求 2 的 概率 密度 f(z，o”); 
(I) 设 Z，2Z，…，2Z 为 来 自 总 体 2 的 简单 随机 样本 , 求 o? 的 最 大 似 然 估 计 


上 且 2 


里 CO ， 


( 亚 ) 证 明 ez? 为 o? 的 无 偏 估计 量 . 


2011 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 


一 、 选 择 题 ( 第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ,， 共 32 分 . 下列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 题目 要 求 . ) 
(1) 曲线 y=(x-1)(x -2)2(x -3)3(x 4) 的 拐点 是 
(A) (1, 0). (B) (2, 0). (C) (3, 0). (D) (4, 0). 
[ | 
(2) 设 数列 ja | 单调 减少 ,lima， =0,S, = > wo = 1,2,.…) 无 中 , 则 宕 级 数 > a, (x —1)" 
的 收敛 域 为 
(A) ( -1, 1]. (B) [ -1, 1). (C) [0, 2). (D) (0, 2]. 
[ | 
(3) 设 函 数 1(x) 具 有 二 阶 连续 导数 ， 且 f(x) >0, f'(0)=0， 则 函数 z=f(x)Infly) 在 
点 (0, 0) 处 取得 极 小 值 的 一 个 充分 条 件 是 


(A) f(0) >1, f"(0) >0. (B) f(0) >1, f"(0) <0. 
(C) f(0) <1, f"(0) >0. (D) f(0) <1, f"(0) <0. 

[ ] 
(4) 设 7 = 站 sin xdx ,J = Pn cot xdx,K = fm cos xdx, 则 了 ,J,K 的 大 小 关系 是 
(A) 7<J < 天 . (B) 7< 天 < 了 (C) J<7T< 天 . (D) K<J<I. 

[ ] 


(5) 设 4 为 3 阶 矩 阵 , 将 4 的 第 2 列 加 到 第 1 列 得 矩阵 B， 再 交换 B 的 第 2 行 与 第 3 


1 0 0 1 0 0 
1 1 0|, 忆 =|0 0 1|, 则 4= 


0 0 1 0 1 0 
(A) PP,. (B) Pi'P,. (C) P,P.. (D) P,Pi.. 
[ ] 
(6) 设 A4=(@,@，@，@) 是 4 阶 和 矩阵 ，A' 为 4 的 伴随 矩阵 , 车 (1, 0,1, 0)” 
是 方程 组 hx =0 的 一 个 基础 解 系 ， 则 A “x =0 的 基础 解 系 可 为 
(A) @, (B) a@, &w. (C) a, @,, (D) @,, @, os. 
[ ] 
(7) 设 下 (x)，F,(x) 为 两 个 分 布 函 数 ， 其 相应 的 概率 密度 f(x)， f(x) 是 连续 函数 ， 
则 必 为 概率 密度 的 是 
(A) fi(x)f(%). (B) 2f,(%) F(x). 
(C) fi(x) FF, (x). (D) fi(x)F,(x) +h(x) PF (%). 


行 得 单位 和 矩阵 ， 记 书 = 











jy 
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(8) 设 随 机 变量 和 与 了 相互 独立 , 且 KX 与 KY 存在, 记 U=max|X, Yi, V= 
min|X, Y} ， 则 有 CUVP)= 
(A) EU .ER (B) EX . EY. (C) EU . EY. (D) EX . EV. 
L ] 
二 、 填 空 题 (第 9 ~14 小 题 ,， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 .) 
(9) 曲线 y = | an tdt(0 < < 全) 的 弧 长 ;= 
(10) 微分 方程 y' +y = ecosy 满足 条 件 y(0) = 0 的 解 为 y = 


xy 人 
(11) 设 函 数 F(x,y) = | di, 则 9 


(12) 设 工 是 柱 面 x* +y =1 与 平面 z=x+y 的 交 线 ， 从 z 轴 正 向 往 z 轴 负 向 看 去 为 逆 
时 针 方 向 ， 则 曲线 积分 ezdx + xdy 十 全 dz = 

(13) 车 二 次 曲面 的 方程 x* +3y +z +2axy +2xz +2yz =4 经 正 交 变换 化 为 y? +4z? = 
4， 则 a = 

(14) 设 二 维 随机 变量 (X,Y 了 ) 服 从 正 态 分 布 Ng, pp, 0 ,0,0), 则 EE(XY)= 








E33 
| 


三 、 解 答题 (第 15 ~ 23 小 题 , 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 
步 又. ) 
(15) (本 题 满 分 10 分 ) 


求 极限 lim [四 (1+ 的] 


(16) (本题 满分 9 分 ) 

设 函 数 z=f(xy， yg(x) )， 其 中 函数 1 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 函 数 g(x) 可 导 且 在 x =1 

处 取得 极 值 (1)=1， 求 并 
(17) (本 题 满分 10 分 ) 
求 方程 karctan x -x =0 不 同 实 根 的 个 数 ， 其 中 义 为 参数 . 
(18) (本 题 满分 10 分 ) 


( 1) 证明 ;对 任意 的 正 整数 ,都 有 <1+ 汪 < 二 成 立 . 











站 三 卫 
y=1 


( 工 ) 设 w =1+ 广 +……+ 二 -Jan(m=1， 2，…) ， 证 明 数 列 | c | 收敛. 

(19) (本 题 满分 11 分 ) 

已 知 函 数 f(x,y) 具有 二 阶 连续 偏 导 数 , 目 f(1,y)= 0,f(x,1)= 0, (x,y) aray = au, 其 
中 


D={(x,y)|0<x<1,0<y<1), 
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计算 二 重 积分 7 = af Gx,7) drdy. 
(20) (本 题 满分 11 分 ) 


设 向 量 组 @ = (1, 0, 1)", o =(0, 1, 1)",@s =(1,3, 5)" 不 能 由 向 量 组 B， 


(1, 1, 1)", B;=(1，2, 3)', B; =(3，4，o) 7 线性 表示 . 


( 工 ) 求 a 的 值 ; 
( 工 ) 将 B，， BbB,, PB; 用 a， Q,， @; 线性 表示 . 
(21) (本 题 满分 11 分 ) 











1 1 =1] 
4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ，A 的 秩 为 2， 即 r(4)=2， 且 4| 0 0 0 
-1 1 1 
求 ( 工 ) 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ，; 
( 工 ) 矩阵 4. 
(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 随 机 变量 外 与 了 的 概率 分 布 分 别 为 
XxX 0 1 了 一 1 0 1 
P | 1/3 | 2/3 | P 1/3 1/3 173 

















且 P(X =Y)=1. 

( 工 ) 求 二 维 随 机 变量 (X,， 了 7) 的 概率 分 布 ; 
( 工 ) 求 Z=X7 的 概率 分 布 ; 

( 亚 ) 求 X 与 Y 的 相关 系数 py 

(23) (本 题 满分 11 分 ) 


设 X，X,。，…， ,为 来 自 正 态 总 体 N(po，o” ) 的 简单 随机 样本 ， 其 中 m 已 知 ， 


0 未 知 , 闷 和 8$? 分 别 表示 样本 均值 和 样本 方差 . 
( 工 ) 求 参数 o? 的 最 大 似 然 估 计量 07; 
( 工 ) 计算 E(o?) 和 D(o?). 


Oo 


党 
“> 
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一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 . 下列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 试题 要 求 . ) 


(1) 极限 lim [ 





一 0 + 6b) ] 一 











(A) 1. (B) e. (C) et!. (D) e’™" 
[ ] 
(2) 设 函 数 z=z(x， 站 方程 F[ 二 ， 三 ] =0 确定 ， 其 中 下 为 可 微 丽 数 ， 且 形 赤 0， 
则 * 鱼 和 
(A) x. (B)%z (C) —x. (D) -2z. 
[ ] 
(3) 设 m，n 均 是 正 整 数 ， 则 反常 积分 帮 全 一生 ds 的 收 全 性 
(A) 仅 与 m 的 取 值 有 关 . (B) 仅 与 n 的 取 值 有 关 . 
(C0) 与 m, nn 的 取 值 都 有 关 . (D) 与 m,n 的 取 值 都 无 关 . 
[ ] 
4 lim 
2 n> i ep 
1 x 1 1 x 1 
rr ee 
1 1 1 1 1 
‘0) ju | (1 + x)(1 Ee (9 ja (1L+x)(1 天 
[ | 
(5) 设 A 为 mxn 和 窍 阵 ，B 为 nxm 算 阵 , EE 为 m 阶 单位 矩阵 . 车 4B =E， 则 
(A) 秩 r(A)=m， 秩 r(B)=m. (B) 秩 r(A)=m， 秩 r(B)=n. 
(C) 秩 r(4)=7， 秩 r(B)=m. (D) 秩 r(4)=7， 秩 r(B)=n. 
[ ] 
(6) 设 A 为 4 阶 实 对 称 矩 阵 ， 且 4A? +A =O. 车 和 的 秩 为 3， 则 4 相似 于 
1 1 
A B 
(A) a (B) 加 


0 0 
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1 -1 
(| 一 (D) 可 
-1 —1 
0 0 
EL ] 
0 ， X<0， 
(7) 设 随机 变量 的 分 布 函数 F(z)= 1 二 ， 0<x<1, 则 P(X=1)= 
1l-e , Xx 三 ],， 
(A) 0. (B) 天 (C) -en (DY 
[ ] 
(8) 设 用 (x) 为 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 ， (x) 为 [ -1，3] 上 均匀 分 布 的 概率 密度 ， 寿 
f(x)= 0 (a >0,4b >0) 
bf(x), x>0 
为 概率 密度 ， 则 a, 5。 应 满足 
(A) 24a +35 =4. (B) 3a+2b =4. 
(C)a+b=1. (D) a+b=2. 
[ ] 
二 、 填 空 题 (第 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 .) 
下 [na + uw ) du, 则 9 


00 厂 oa =- 

(11) 已 知 曲线 克 的 方程 为 y=1- |x|(xze[-1，1])， 起 点 为 ( -1，0)， 终 点 为 
(1，0) ， 则 曲线 积分 xydx + mdy = 

(12) 设 Q=|(x,y, 2z) | 妇 + 姑 <z<1|， 则 史 的 形 心 的 纵 坐标 z= 


(13 ) 设 @ =(1， 2 =1, 0) ， @, =(1, es 0， 2) ， as =(2， 1 ] ， w) 若 由 am， 
Q@;,，@; 生成 的 向 量 空间 的 维 数 为 2， 则 a = 


(14) 设 随机 变量 六 的 概率 分 布 为 P(X=#)= 二 ,k=0, 1，2，…， 则 有 (和 )= 


三 、 解 答题 (第 15 ~23 小 题 ， 共 94 分. 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步骤 . ) 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 

求 微分 方程 -3y' +2y =2xe” 的 通 解 . 
(16) (本 题 满分 10 分 ) 
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求 函 数 f(x)= fe -站 edi 的 单调 区 间 与 极 值 . 

(17) (本 题 满分 10 分 ) 

(1) 比较 | Inz| [ln(l +7)]"d 与 | [nild(a = 1,2,…) 的 大 小 ,说 明理 由 ; 
CD) 记 u = | 站 [DGL+DD] dm = 1,2,…) , 求 极限 limu, 

(18) (本 题 满分 10 分 ) 

求 震级 数 > (上 Dw 的 收敛 域 及 和 函数 


(19) (本 题 满分 10 分 ) 
设 P 为 椭 球 面 5. x +y 十 到 -‰=1 上 的 动 点 ， 若 $ 在 点 已 处 的 切 平 面 与 xOy 面 垂 


直 , 求 点 P 的 轨迹 C， 并 计算 曲面 积分 了 = J V3) |y = 2 .45 ， 其 中 三 是 椭 球 面 $ 
5 十 入 + 太一 YZ 











位 于 曲线 C 上 方 的 部 分 . 
(20) (本 题 满分 11 分 ) 
A 1 1 
0 A-1 0|， 
1 1 A 
(1) 求 A, a; 
( 卫 ) 求 方程 组 Ax =b 的 通 解 . 
(21) (本 题 满分 11 分 ) 
已 知 二 次 型 f(x, ，x,，%;)=x 4x 在 正 交 变 换 x = OQy 下 的 标准 形 为 yt +y;， 且 0 的 第 
el 2 
3 列 为 [ 室 ， 0， 2 
( 工 ) 求 和 矩阵 4; 
( 卫 ) 证 明 4 +E 为 正定 和 矩阵， 其 中 为 3 阶 单位 矩阵 . 


(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 二 维 随 机 谈 量 (XX ，Y) 的 概率 密度 


-| 已 知 线性 方程 组 hx =5b 存在 两 个 不 同 的 解 . 
1 


设 4= 

















flxsy)= A -oo <xX<t+%,-% <y<+o， 


求 常数 4 及 条 件 概 率 密度 fy | x(y |x). 
(23) (本 题 满分 11 分 ) 





设 总 体 X 的 概率 分 布 为 
1 2 3 
P 1-0 0-0 (a 


其 中 参数 9e (0，1) 未 知 . 以 N 表示 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 (样本 容量 为 n) 中 等 于 i 的 个 


数 (i =1，2，3). 试 求 常数 a ，a,，a;, 使 7= ws 并 求 了 的 方差 . 
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一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 , 共 32 分 . 下 列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 符合 试题 要 求 . ) 
(1) 当 x 一 "0 时，Ax)=x -sin ax 与 g(x)=x’In(1 -bx) 是 等 价 无 穷 小 ， 则 





1 1 
(A) a=1, b= -站 (B) a=1, b= 
1 1 
(C)a= -1, b= (D)a= -1, b= 
[ |] 
(2) 如 右 图 所 示 ,， 正 方形 |(x, y) | |x | 和 1， 2 


|y| 夺 11 被 其 对 角 线 划分 为 四 个 区 域 D, (k=1，2,，3， 1 


4),1, = yeos xdxdy, 则 max {Z| 三 Be 
(A) 1. (B) 1 一 | 1 x 
(CG) (D) LL. 

[ |] 本 
(3) 设 函 数 y=f/(x) 在 区 间 [ -1，3] 上 的 图 形 为 














则 函数 F(x)= | (4) di 的 图 形 为 
Ce FOOR 


1F 








oR Tf/I Sx 了 /7 3 








(A) (B) 
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= 





(0) 


F(x) 








(4) 设 有 两 个 数列 | a,| ，|2b,}， 大 lima, = 0, 则 


(A) 当 六 六 收 化 时 ,> qb, 收敛 ， 
(B) 当 六 发 散 时 , > a,b, 发 散 . 
CC) 当 六 | 和 | 收 伊 时 ,六 ol 收 仇 。 


n=1 


(D) 当 》 14 | 发 散 时 ,> 2 如 发 数 . 


(5) 设 aw ，w，w; 是 3 维 向 量 空间 R’ 的 一 组 基 ， 


Q@，Q@; +Q@;，Q; +@ 的 过 渡 和 矩阵 为 


1 0 1 
(A) |2 2 0. 
0 3 3 














1 
之 
1 
(= 
1 
2 


(6) 设 4, B 均 为 2 阶 和 矩阵 ，A*，B” 分别 为 4, 吾 的 伴随 和 矩阵, 若 |4 | =2， 


1B| =3 由 分 类 短 阵 [% 2 的 们 蝴 短 隆 为 
O 3B”* 
(A) be O | 


0 34 
区 | 


(B) 


(D) 


De] 





(D) 


wk 


2 











2 0 
2 3| 

0 3 

1 1 1 
2 
1 1 1 
4 4 4 
1 1 1 
6 6 6 


[ 


[ 


] 


则 由 基 am, ， 30, 3 到 基 amw， 十 


] 
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(7) 设 随 机 变量 的 分 布 水 数 为 F(x)=0.3BD(x) +0. 76 |( 写 


正 态 分 布 的 分 布 函数 ， 则 EX = 
(A) 0. (B) 0.3. (C) 0.7. (D) 1. 


1 ,其 中 @(z) 为 标准 


Ea 
(8) 设 随机 变量 与 Y 相 互 独立 ， 且 XX 服从 标准 正 态 分 布 V(0，1)，Y 的 概率 分 布 


为 P(Y=0)=P(Y=1)=3 记 F(z) 为 随机 变量 Z =XY 的 分 布 函 数 ， 则 函数 记 ,(z) 的 间断 
点 个 数 为 

(A) 0 (B) 1. 《Co EDI 

二 、 填 空 题 (第 9 ~ 14 小 题 , 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 .) 

(9) 设 函 数 /(w，v) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 ， := yy), 则 EE = 


(10) 大 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 V+ay’ + by =0 的 通 解 为 y= (Cl +C,x)e*， 则 
非 齐 次 方程 +ay’ + by =x 满足 条 件 y(0)=2，y (0)=0 的 解 为 y= 


(11) 已 知 曲线 L; y=w (0<x<V2)， 则 Jads 三 








(2) 设 2 = {x 9, 3) | 22+7+2<1 则 由 dcardz = 
0 





(13) 若 3 维 列 向 量 w，pB 满足 apB =2， 其 中 为 a 的 转 置 ， 则 和 矩 阵 Bar 的 非 零 特 征 
值 为 . 

(14) 设 庆 ， 吞 ，…， 久 ,为 来 自 二 项 分 布 总 体 B(n，Pp) 的 简单 随机 样本 ,和 和 8 分 
别 为 样本 均值 和 样本 方差 . 若 对 +S? 为 np 的 无 偏 估计 量 , 则 k= _. 

三 、 解 答题 (第 15 ~ 23 小 题 ， 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 
步 又. ) 

(15) (本 题 满分 9 分 ) 

求 二 元 函数 fx，y)=x (2 +y) +ylny 的 极 值 . 

(16) (本 题 满分 9 分 ) 


设 a, 为 曲线 y=x" 与 y=z (n=1，,，2,…) 所 围 成 区 域 的 面积 , 记 S, = > ww,,S$， = 














> C2n-1， 求 SI 与 > 的 值 . 
(17) Co 分 ) 
由 球面 5, 由 梯 国 二 + 二 -=1 绕 * 轴 施 转 而 成 ， 辆 锥 面 5, 由 过 点 (4，0) 且 与 椭圆 等 + 


ey 
(I) 求 $ 及 8 的 方程 ; 
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( 卫 ) 求 5 与 5, 之 间 的 立体 体积 . 

(18) (本 题 满分 11 分 ) 

( 工 ) 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定 理 : 车 函数 f(x) 在 [a,， 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 则 存 
在 Ee (a, 5b), 使 得 f6) -f(a)=f'(é)(5-a); 

(五 ) 证 明 : 辱 函 数 /(x) 在 x=0 处 连续 ， 在 (0, 6)(5>0) 内 可 导 , 且 limf'(*)= 4， 
则 了 (0) 存在, 且 f' (0)= 4. 

(19) (本 题 满分 10 分 ) 


计算 曲面 积分 7 = 下 SEC teace + sec, 其 中 卫 是 曲面 222 + 272 + 2 = 4 的 外 侧 . 


(x +) 





(20) (本 题 满分 11 分 ) 


设 
1 -1 -1 -1 

4 = 区 1 中 | | 

0 -4 -2 -2 


( 工 ) 求 满足 46 = 二 ，4 3 = 的 所 有 向 量 ， 6; 

(I) 对 (TI) 中 的 任意 向 量 包 ，& 和 ,证 明志 ，z,，é, 线性 无 关 . 

(21) (本 题 满分 11 分 ) 

设 二 次 型 

fxi, Ky, Xa3) = ax? + ax? + (a — 1)x3 +2xix — Dx. 

( 工 ) 求 二 次 型 了 的 矩阵 的 所 有 特征 值 ; 

( 卫 ) 若 二 次 型 的 规范 形 为 y+y;， 求 a 的 值 . 

2 (本 题 满分 11 分 ) 

袋 中 有 1 个 红 球 、2 个 黑 球 与 3 个 白 球 . 现 有 放 回 地 从 袋 中 取 两 次 ,每 次 取 一 个 球 . 

以 对 ，Y,，Z 分 别 表示 两 次 取 球 所 取得 的 红 球 、 黑 球 与 白 球 的 个 数 . 

(1) 求 P(X=1|12Z=0); 

( 卫 ) 求 二 维 随 机 变量 (人 ,7) 的 概率 分 布 . 

(23) (本题 满分 11 分 ) 

设 总 体 的 概率 密度 为 








四 A2xe 人 xx >0， 
四 其 他 ， 


其 中 参数 (A >0) 未 知 ， 名 ， 各 ，…， 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 . 
( 工 ) 求 参数 和 的 矩 估计 量 ; 
( 开 ) 求 参数 和 的 最 大 似 然 估计 量 . 
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一 、 选 择 题 (第 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 . 下 列 每 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 个 选项 是 符合 题目 要 求 的 . ) 


(1) 设 函数 放 z)= (2 + 中 和, 则 f(x) 的 零点 个 数 为 


(A) 0. (B) 1. 【CT) 2. (D) 3. 

] 
(2) 函数 fx，y)=arctan 了 在 点 (0， 1) 处 的 梯度 等 于 
(A) (B) -i. (C)I. (D) -六 

[ ] 


(3) 在 下 列 微分 方程 中 ， 以 y= Cle” + Ccos 2x + Csin 2x(Cl，C,，C; 为 任意 常数 ) 为 
通 解 的 是 


(A) y+y -4y’ -4y=0. (B) y” +y" +4y’ +4y=0. 
(C) yy -4y’ +4y =0. (D) yy +4y’ -4y =0. 
[ ] 
(4) 设 函 数 f(x) 在 ( -o ，+% ) 内 单调 有 界 ，|x, | 为 数列 ， 下 列 命题 正确 的 是 
(A) 若 |x,) 收敛， 则 |7(%, 收敛 . (B) 若 1x,} 单调 ， 则 | (x, ) 1 收敛 . 
(C) 耕 和 f(x) 收敛 ， 则 4x, | 收 化. (D) 大 Kx,)} 单调， 则 fx 收敛 . 
[ ] 
(5) 设 和 4 为 n 阶 非 零 矩阵 , 五 为 n 阶 单位 矩阵 . 若 4 ” =O， 则 
(A) 五 -4 不 可 逆 , E+Ah 不 可 逆 . (B) 五 -4 不 可 逆 , 五 +4 可逆. 
(C) 五 -4 可 逆 , 五 +4 可 逆 . (D) 五 -4 可 逆 , 五 +4 不 可 逆 . 
[ ] 





(6) 设 4 为 3 阶 实 对 称 和 矩阵， 如 果 二 次 曲面 方程 


| 
y 
(x, y, 2)A 小 1 
Z O 
在 正 交 变 换 下 的 标准 方程 的 图 形 如 右 图 所 示 ， 则 4 的 














正 特征 值 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. 
(C) 2. (D) 3. 


[ ] 
(7) 设 随机 变量 X,Y 独立 同 分 布 ， 且 XX 的 分 布 函数 为 F(x)， 则 2Z=max|X，7|) 的 分 
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(A) F(x). (B) F(x)F(y). 
(C) 1-[1-F(x)]. (D) [1 -F(x)][1-F(y)]. 
[ ] 
(8) 设 随机 变量 X~N(0, 1),，Y~N(1, 4)， 且 相关 系数 pw =1， 则 
(A) P(Y= -2X -1)=1. (B) P(Y=2X-1)=1. 
(C) P(Y= -2X+1)=1. (D) P(Y=2X +1)=1. 
L ] 


二 、 填 空 题 (第 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 . ) 
(9) 微分 方程 xy' +y =0 满足 条 件 y(1)=1 的 解 是 y = 
(10) 曲线 sin(xy) +ln(y —x)=% 在 点 (0，1) 处 的 切线 方程 是 


(1) 已 知 等 级 数 > ai (x+2) 在 * = 0 处 收敛 ,在 * = -4 处 发 散 , 则 震级 数 》 a,(x - 3) 





的 收敛 域 为 


(12) 设 曲面 了 是 z = V4 -x 一 大 的 上 侧 , 则 有 zydydz + xdzdx + x dxdy 三 
5 


(13) 设 4 为 2 阶 矩 阵 ，a ，@ 为 线性 无 关 的 2 维 列 向 量 , Aa =0，4a =2a + a， 


则 4 的 非 零 特 征 值 为 








(14) 设 随 机 变量 碟 服 从 参数 为 1 的 泊 松 分 布 ， 则 P(X = 天 (天 ))= 
三 、 解 答题 (第 15 ~ 23 小 题 ， 共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 





步 又. ) 


(15) (本 题 满分 9 分 ) 
求 极限 lim [sin x — Sh x) ] sin % 


(16) (本 题 满分 9 分 ) 
计算 曲线 积分 | sin 2xdx + 2(x? -1)ydy, 其 中 工 是 曲线 y= sin x 上 从 点 (0, 0) 到 点 





, 0) 的 一 段 . 


(17) (本 题 满分 11 分 ) 


已 知 曙 线 C:|” 了 了“ 求 C 上 距离 <0y 而 最 远 的 点 和 最 近 的 点 ， 
%+y+3z = 3, 


(18) (本题 满分 10 分 ) 
设 f(x) 是 连续 函数 ， 


( 工 ) 利用 定义 证 明 函 数 F(x) = | /Cn) dt 可 导 , 且 (x) = f(x); 


(I) 当 /(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 丽 数 时 ,证 明丽 数 CCz) = 2 /Dd -x| /Dd 也 


是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 


(19) (本 题 满分 11 分 ) 
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将 函数 Kxz) = 1 - 忆 (0 < x < 1) 展开 成 余弦 级 数 ,并 求 级 数 》 4 一 的 和 . 


(20) (本 题 满分 10 分 ) 

设 a, B 为 3 维 列 向 量 ,， 矩阵 A = aa +BB ,其 中 ,BB' 分 别 是 @a, B 的 转 置 . 
证 明 : 

( 工 ) 秩 r(4) 三 2; 

(I) 大 ww，p 线性 相关 ， 则 秩 r(4) <2. 

(21) (本 题 满分 12 分 ) 

设 元 线性 方程 组 hx =b， 其 中 


2a 1 
o 2a 1 Xl 1 
2 
A=| ”和 | 
a 2a 1 x 0 
a 2a 





( 工 ) 证 明 行列 式 |4 |= (n+1)a”; 

( 工 ) 当 a 为 何 值 时 ， 该 方程 组 有 唯一 解 ， 并 求 x ; 
( 亚 ) 当 v 为 何 值 时 ， 该 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 并 求 通 解 . 
(22) (本 题 满分 11 分 ) 


设 随 机 变量 总 与 了 相互 独立 ， X 的 概率 分 布 为 P(X= 站 = 广 (i= _1, 0，1) , 了 的 概 











1, 0<y<1, 
0， 其他. 

(1) 求 P[Z< 寺 |x=0]; 
(I) 求 2 的 概率 密度 f(z). 
(23) (本 题 满分 11 分 ) 

设 XX，X,，…, ,是 总 体 N(m， oo”) 的 简单 随机 样本 . 记 


率 密度 为 有 (7)= | 记 Z=X+Y. 


二 1 - 2 1 和 二 1 > 
有 = 一 X. 1 == 龙 ; 刁 至 一 一 。 
i XS 7 1 Et 


( 工 ) 证 明 7 是 jw 的 无 偏 估计 量 ，; 
( 卫 ) 当 j%=0, o =1 时, 求 DT. 
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一 、 选 择 题 (第 1 ~ 10 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 40 分 . 在 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 项 符合 题目 要 求 . ) 
(1) 当 x 一 0 时， 与 等 价 的 无 穷 小 量 是 





CR CR os lb 
1 -Vx 
[ ] 
(2) 曲线 y= 二 +] + e") 的 渐 近 线 的 条 数 为 
(A) 0. (B) 1 (C) 2. (D) 3. 
[ ] 


(3) 如 下 图 所 示 ， 连 续 函 数 y =f(x) 在 区 间 [ -3，-2]，[2，3] 上 的 图 形 分 别 是 直径 
为 1 的 上 、 下 半圆 周 ， 在 区 间 [ -2, 0] ，[0, 2] 上 的 图 形 分 别 是 直径 为 2 的 下 、 上 半圆 


周 . 设 F(x)= (1) qr ， 则 下 列 结论 正确 的 是 








(AY) F(3)= -了 _2). 





(B) F(3)=3F(2). 





(C) F( -3)= 于 PC2)， 


(DY F( -3)= -FF _2). 





(4) 设 函 数 J(x) 在 x=0 处 连续 ， 下 列 命题 错误 的 是 四 
(A) 若 lim 太 2 存在 , 则 0) = 0 
(B) 着 im 丰 中 二 人 = 四 存在 , 则 /0) = 0. 
(C) 车 lim 信 中 存在 , 则 /'(0) 存在 . 
(D) 着 lim 丰 四 二 人 = 蕊 存在 , 则 /'(0) 存在 . 
[ 11] 


(5) 设 函 数 f(x) 在 (0，+% ) 内 具有 二 阶 导数 ,， 且 f"(x) >0, 令 ,=f(n)(n=1, 
2，…) , 则 下 列 结论 正确 的 是 
(A) 若 由 > 妈 ， 则 所 必 收 敛 . (B) 车 >wu,， 则 fu | 必 发 散 . 
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(C) 车 <w， 则 fw) 必 收 敛 . (D) 车 wu <w， 则 fu 必 发 散 . 
[ ] 
(6) 设 曲 线 L: f(x,y)=1(f(x, y) 上 共有 一 阶 连续 偏 导 数 ) 过 第 二 象限 内 的 点 M 和 第 
四 象限 内 的 点 N， 太 为 卫 上 从 点 了 到 点 N 的 一 段 弧 ， 则 下 列 积分 小 于 零 的 是 








CA) | fr, 7)dx (B) | Ka 7) dy. 
CC) | Ka y)ds (D) [fr Cx, Pdr + (x, 7) dy 
[ |] 
(7) 设 向 量 组 wm ，o ，o 线性 无 关 ， 则 下 列 向 量 组 线性 相关 的 是 
(A) wa -do，a -aa ，a 一 ai (B) al + ，m +ai，a3 +G 
(C) a -2a ，m -2a3 ，a3 -2ai. (D) @ +2a ，o +2a3 ，a3 +20. 
[ |] 
g 1 1 0 0 
(8) 设 和 矩阵 4=| -1 2 + 1 0|, 则 4 与 B 
-1 -1 2 0 0 0 
(A) 合同 ， 且 相似 . (B) 合同 ,但 不 相似 . 
(C) 不 合同 , 但 相似 . (D) 既 不 合同 ， 也 不 相似 . 
[ |] 





(9) 茶 人 向 同一 目标 独立 重复 射击 ， 每 次 射击 命中 目标 的 概率 为 p(0 <p <1)， 则 此 
人 第 4 次 射击 恰好 第 2 次 命中 目标 的 概率 为 
(A)3p(1 -PP) (B) 6p(1 -P) (C) 3P (1 -p). (D) 67 (1 -P) 
[ ] 
(10) 设 随机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ， 且 外 与 Y 不 相关 , f(x) ,fy(Y) 分 别 表 
未 ,了 的 概率 密度 ， 则 在 了 =y 的 条 件 下 , 的 条 件 概率 密度 fy(x|1y) 为 
fx(%) 
(A) fr(%). (B) fy(7). (C) fy(x)fy(y). Dy 
[ l 








二 、 填 空 题 (第 11 ~ 16 小 题 ， 每 小 题 4 分 , 共 24 分 .) 

和 1 于 
(11) | erds = 
(12) 设 Au， 0) 为 二 元 可 微 函数 ， z=/ 7), 则 82= 
(13) 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 多 -4y' +3y =2e™ 的 通 解 为 y = 
(14) 设 曲线 3 |*| + 1y|+ 1z| =1, 则 由 (x+ 1y1)ds = 








(15) 设 矩 阵 A = ， 则 4” 的 秩 为 


I 
mm = = 
I A i 
= 
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(16) 在 区 间 (0，1) 中 随机 地 取 两 个 数 ， 则 这 文 两 个 数 之 差 的 绝对 值 小 于 广 的 概率 为 


三 、 解 答题 (第 17 ~ 24 小 题 ， 共 86 分 .解答 应 写 出 文字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 
步骤 . ) 

(17) (本 题 满分 11 分 ) 

求 函 数 Ax，y)=x +2y -x*y 在 区 域 D= | (x, y) |x +y 三 4，y 宇 0} 上 的 最 大 值 和 
最 小 值 . 

(18) (本 题 满分 10 分 ) 

计算 曲面 积 





jard + 2zydzdx + 3xydxdy, 


其 中 上 3 为 曲面 z=1 -x? -条 (0<z<1) 的 上 侧 . 


(19) (本 题 满分 11 分 ) 

设 函 数 J(x)，g(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 具有 二 阶 导数 且 存 在 相等 的 最 大 
值 , f(a)=g(a), 了 (5)=g(5b), 证 明 : 存在 &e (a, 5), 使 得 1"(E)=g"(é). 

(20) (本 题 满分 10 分 ) 

设 宕 级 数 yox 在 (- wm， + % ) 内 收敛 ,其 和 函数 y(x) 满足 

y” -2xy -4y = 0,y(0)= 0,y(0)=1. 

( 工 ) 证 明 a,,， = a, n=1, 2, *"; 

( 工 ) 求 y(x) 的 表达 式 . 

(21) (本 题 满分 11 分 ) 


设 线性 方程 组 
WD 于 
Xi +2x, +a x3 = 0， OD 
x1 +4x, +axs =0 
与 方程 


i 2 © 

有 公共 解 ， 求 a 的 值 及 所 有 公共 解 . 

(22) (本 题 满 分 11 分 ) 

设 3 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 A =1, A, =2, A;= -2, 有 晶 @=(1，-1, 1)" 是 4 
的 属于 入 的 一 个 特征 向 量 . 记 B =A5 -443 +E， 其 中 互 为 3 阶 单位 矩阵 . 

( 工 ) 验证 mw 是 和 矩阵 如 的 特征 向 量 ， 并 求 召 的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 ; 

( 工 ) 求 矩 阵 B. 

(23) (本 题 满分 11 分 ) 
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设 二 维 随 机 变量 (X，7) 的 概率 密度 为 
2-x-y, 0O<x<1,0<y<1, 
f(x, y) = lo 
( 工 ) 求 P(X>27) ; 
( 卫 ) 求 Z=X+ 了 的 概率 密度 f(z). 
(24) (本 题 满分 11 分 ) 
设 总 体式 的 概率 密度 为 





1 

27， 0 <Y<0， 
f(x; 0) = 1 三 

0， 其 他 . 


其 中 参数 0(0 <0 <1) 未 知 ，X，X,，…, XX, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 ,是 样本 
均值 . 

( 工 ) 求 参数 9 的 矩 估 计量 b; 

( 卫 ) 判断 4 怒 是 否 为 9 的 无 偏 佑 计量， 并 说 明理 由 . 
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一 、 填 空 题 (第 1 ~6 小 题 ， 每 小 题 4 分 , 共 24 分 .) 
xln(l +%) _ 


1 -cosx 


(1) lim 
x—0 





(2) 微分 方程 y= 类 一 的 通 解 是 


多 


(3) 设 了 是 锥 面 z = Vx +y (0<zz1) 的 下 侧 , 则 xqya +2ydzdx + 3(z—1)dxdy 
了 





(4) 点 (2，1，0) 到 平面 3x +4y+5z =0 的 距离 d = 


(5) 设 年 诈 4=| 1 - 尼 为 二 阶 单位 矩阵 ， 和 矩阵 妃 满 足 BA =B+2E, 则 |B| = 


(6) 设 随 机 变量 和 与 了 相互 独立 ， 且 均 服 从 区 间 [0，3] 上 的 均匀 分 布 ， 则 P(max1X， 
7Y| <1)= 
二 、 选 择 题 (第 7 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 . 在 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 
有 一 项 符合 题目 要 求 . ) 

(7) 设 函 数 y=f(x) 具 有 二 阶 导数 ， 且 ff'(x) >0, f”"(x) >0，Ax 为 自 变 量 % 在 点 x。 
处 的 增 量 ，Ay 与 dy 分 别 为 f(x) 在 点 x 处 对 应 的 增 量 与 微分 , 若 Ax >0， 则 


(A) 0<dy<Ay. (B) 0<Ary <dy. (C) Ay < dy <0. (D) dy<Ary <0. 
[ ] 
(8) 设 f(x，y) 为 连续 函数 ， 则 f ae flreos 0, rsin 0)rdr 等 于 
(A) fa fx, y) dy. (B) arf flx, y) dy. 
(C) | or f(x, y) dx. (D) ja f(x, y) dx. 
[ ] 
(9) 若 级 数 > mw， 收敛 , 则 级 数 
(A) > |o | 收敛 ， (B) 之 (- D"o, 收敛 ， 
(C) 六 aq, 收敛， (D) > 和 二 收 全 ， 
[ ] 


(10) 设 岂 xz，y) 与 gp(*，y) 均 为 可 微 函 数 ， 且 gp'(x, yy) 半 0. 已 知 (xo，%o) 是 f(x，y) 
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在 约束 条 件 p(x,，y)=0 下 的 一 个 极 值 点 ， 下 列 选项 正确 的 是 
(A) 奉 f\ (xo， 
(B) 在 太 (xo， 
(C) 奉 f (x%o， 
(D) 奉 fv (x， 


(11) 设 am， 


(A) 若 am， 
(B) 者 mw， 
(C) 大 wm， 
(D) 若 am， 


Q,， 


Q, ? 


yo)=0， 则 A (0, 
yo)=0， 则 . 户 (xo， 


yo) 天 0， 则 万 (xo， 
yo ) 天 0 ， 则 f(xo， 


，Q, 线性 相关 ， 


，Q, 线性 相关 ， 
,OQ, 线性 无 关 ， 
,OQ, 线性 无 关 ， 


yo)=0. 
yo ) 0. 


yo)=0. 


则 4am, ， 


则 4a, ， 
则 Aa, 这 
则 4am, ， 


yo ) 0. 


[ 1] 


，Q, 均 为 n 维 列 疝 量 ,，A 是 m xn 矩阵， 下列 选项 正确 的 是 


Aa,，…，Aa, 线性 相关 . 


4o ，…，4a', 线性 无 关 . 
4o ，…，4a, 线性 相关 . 
4o ，…，4a, 线性 无 关 . 


[ 1] 


(12) 设 4 为 三 阶 和 矩阵 ,将 A 的 第 2 行 加 到 第 1 行 得 B， 再 将 B 的 第 1 列 的 -1 倍加 


到 第 2 列 得 C， 记 P= 





1 1 0 
0 1 0|, 则 
0 0 1 


(A) C=P-'AP. 
(C) C=P'AP. 


(B) C=PAP-. 
(D) C=PAP.. 


(13) 设 4,， 为 随机 事件 ,， 且 P(B) >0，P(4 18)=1， 则 必 有 
(A) P(AUB) >P(4). 
(C) P(AUB)=P(A). 


(14) 设 随机 变量 X 服 从 正 态 分 布 Wu ， 


则 必 有 


(A) al <o,. 


三 、 解 答题 (第 15 ~ 23 小 题 ， 


步骤 . ) 


01),， 


(B) P(AUB) >P(B). 
(D) P(AUB)=P(B). 


PC(|IX-p|<1) >P(|IY-p,|<1), 


(B) ol >o,. 


(15) (本 题 满分 10 分 ) 


设 区 域 D = 


| (x， 


y) |x +y <1, 


(16) (本 题 满分 12 分 ) 


设 数列 |x, | 满足 0 <xl <，x 


(C) pr <p 


共 94 分 . 解答 应 写 出 文字 说 明 、 





>=0| ， 计 算 二 重 积 4 
J -1 Er 


(C 工 ) 证 明 limx, 存在 ,并 求 该 极限 ; 


=sin x, (n=1, 2, …). 


了 服从 正 态 分 布 N(p,，o2), 上 且 


(D) Ai >HA2. 
[ ] 
证 明 过 程 或 演算 
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CT) 计算 lim Ce 
(17) (本 题 满分 12 分 ) 
将 函数 J(*)= 汪 一 5 展开 成 * 的 震级 数 . 


(18) (本 题 满分 12 分 ) 
设 函 数 f(u) 在 (0，+ o ) 上 具有 二 阶 导数 ， 且 z =f( Vx +y ) 满 足 等 式 
O02z Oz 


Dr 下 8 = 0. 





(了 工 ) 验证 /"(u) + = 和 

( 工 ) 车/(1)=0, /'(1)=1, 求 函数 J(u) 的 表达 式 . 

(19) (本 题 满分 12 分 ) 

设 在 上 半 平 面 D= | (x, y) |y>0| 内， 函数 A(x,，y) 具 有 连续 偏 导 数 ， 且 对 任意 的 


t>0 都 有 f(tixw,， wy)=t-f(x, y). 证 明 : 对 D 内 的 任意 分 段 光 滑 的 有 向 简单 闭 曲 线 工 ， 
都 有 


有 三 个 线性 无 关 的 解 


〈《0， 


和 rs y)dz -aflx, y) dy = 0 
(20) (本 题 满分 9 分 ) 


已 知 非 齐 次 线性 方程 组 
XI+ X + %+ % = 一 |， 
dx 十 3 十 5 的 一 Na 三 一】， 
axi + % +3xs3 +pbx = 1 





( 工 ) 证 明 方程 组 系数 矩阵 4 的 秩 r(4)=2; 
(I) 求 c, 2 的 值 及 方程 组 的 通 解 
(21) (本 题 满 分 9 分 ) 

设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3， 向 量 w =(-1,，2，-1)7-，ow = 
-1，1) 是 线性 方程 组 Ax =0 的 两 个 解 . 

( 工 ) 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 

( 工 ) 求 正 交 和 矩阵 CO 和 对 角 和 矩阵 A， 使 得 074Q =A. 

(22) (本 题 满 分 9 分 ) 

设 随机 变量 的 概率 密度 为 











-1]<x<0, 


fx (x%) 三 


0<x <2, 


其 他 ， 


© 上 | 一 le 
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令 了 =X ,F(x, yy) 为 二 维 随 机 变量 (XX，7Y) 的 分 布 函数 . 求 : 
( 工 ) 了 的 概率 密度 六 (y) ; 
( 1) | -证 ， 4) 
(23) (本 题 满 分 9 分 ) 
设 总 体式 的 概率 密度 为 


0, 0<x<1, 
N=- 1<x<2, 
0， 其 他 ， 


其 中 6 是 未 知 参数 (0 <g<1). X,，X,，…,X, 为 来 自 总 体 下 的 简单 随机 样本 ， 记 N 为 
样本 值 m ，xs，…， 中 小 于 工 的 个 数 . 求 6 的 最 大 似 然 人 计量， 
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一 、 选 择 题 

(1) CC 

分 析 ”从 "(x) 的 零点 与 不 存在 点 和 人手， 确定 曲线 y=f(x) 的 拐点 个 数 . 

精 解 ”由 于 f(x) 在 ( -co ，+o ) 上 连续 ， 且 了 "(x) 仅 有 两 个 零点 x, 和 wx,( 其 中 x <0 <x,) 
以 及 1"(0) 不 存在 ， 所 以 (x ,f(xi))，(%x,， fxs)) 和 (0,，f(0) ) 都 是 曲线 y =f(x) 的 可 能 拐点 . 

由 于 在 点 x=x% 的 两 侧 邻 近 ，/”(x) 不 变 号 ; 在 点 x=% 与 点 x*=0 的 两 侧 邻 近 ，f"(x) 都 
变 号 ， 故 曲线 y=f(x) 有 和 且 仅 有 拐点 (x,,， f(x,)) 和 (0, f(0)). 

因此 本 题 选 (C). 

附注 “ 设 函 数 拟 zx) 在 区 间 ( -ww ，+ % ) 上 连续 ， 则 曲线 y =f(x) 的 抛 点 可 按 以 下 步 又 计算 . 

(1) 计算 1"(x)， 并 寻找 1"(%) 的 零点 与 不 存在 点 ， 设 为 x ，%,，…，%,. 

(2) 如 果 在 点 x, 两 侧 邻 近 ,，f”(x,) 变 号 ， 则 (x,， f(x;) ) 是 曲线 y =f(x) 的 一 个 拐点 ， 否 
则 不 是 曲线 y =/(%) 的 拐点 (i=1,，2,…，n). 





(2) A 
分 析 先 由 = 了 er + [> -于 je 确定 
y +ay’ +by=0 (1) 
的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 由 此 算出 a,b， 此 外 y=we” 是 
y +ay +by=ce (2) 


的 一 个 特 解 ， 由 此 可 算出 c. 


精 解 由 了 = 于 er + [于 = 于 er -于 e+ae 知 ， 式 (1) 有 两 个 线性 无 关 特 解 or 与 


e， 即 A=2，1 是 式 (1) 的 特征 方程 











A*+aA+b=0 (3) 
的 两 个 根 ， 从 而 a= - (2+1) = -3, b=2 xl=2. 
将 a= -3, b=2 代入 式 (2) 得 
y -3y +2y =ce” (4) 
由 于 xe* 是 式 (4) 的 一 个 特 解 ， 所 以 有 
(xe ) -3(xe ) +2(xe ) =ce ， 
即 (x+2)e -3(x+1l)e +2xe =ce.. 
由 此 得 到 c= -1. 
因此 本 题 选 (A). 





附注 由 7 = 二 e+ [> - 计 je 知 ,er，e 或 se" 都 有 可 能 是 式 (1) 的 两 个 线性 无 关 的 特 














解 ， 如 采 e*，xe” 是 式 (1) 的 两 个 特 解 ， 则 e* 是 式 (2) 的 特 解 ， 这 是 不 可 能 的 ， 故 题解 中 首 
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先 确定 式 (1) 有 两 个 线性 无 关 特 解 e*，e 
(3) B 


分 析 从 考虑 客 级 数 》 w (> -1)" 的 收敛 区 间 入 手 . 
精 解 引入 军 级 数 > de (1) 


由 > a, 条 件 收 僵 ， 即 > a,(x -1) 在 点 x=2 处 条 件 收 僵 ， 可 知 式 (1) 的 收敛 半径 为 
12 从 而 
> ra(z-D7 = > Ca,(x -1)" (2) 


n=1 


收敛 半径 为 1. 因此 > na (xx-1) "在 (0，2) 内 收敛 ,在 [0，2] 外 发 散 ， 由 此 可 知 x = 3 与 


x =3 分 别 是 式 (2) 的 收敛 点 与 发 散 点 . 
因此 本 题 选 (B). 


附注 ”应 记 住 以 下 结论 : 
设 逢 级 数 站 cx” 的 收敛 半径 为 尺 >0,， 则 其 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 后 的 震级 数 


oo 


















mex 一 jw"! 的 收敛 半径 仍 为 民 
(4) B 
分 析 ” 先 画 出 D 的 概 图 ， 然 后 用 极 坐 标 ( 先 r 闪 | 
后 9) 表示 je y)do. sin 
Jr 或 6= 子 
精 解 万 如 图 了 15-1 的 阴影 部 分 所 示 ， 所 以 在 yx 或 9= 了 年 
极 坐 标 系 下 ， 
As， y)dxdy = 和 mreose， rsin0)7rdrdO0 
D 号 ED 
三 [ dg| rcos0O，rsing0 ) rdr. D5 二 和 
因此 本 题 选 (B). 图 B-15-1 


附注 ”对 于 二 重 积分 ‖ Kx, y) dxdy， 如 果 D 是 角 域 的 一 部 分 ,通常 都 利用 极 坐 标 计算 


三 重 册 条 山 
ss)adrdy 二 [x rcosO ,rsin0 )rdrd0 


这 里 特别 要 注意 的 是 dxdy =rdrd9， 而 不 是 dxdy = drdb. 


"4: B 十 年 真题 精 讲 








精 解 A=(A:b)-= 








一 一 

















(5) DD 
分 析 Ax =b 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 为 r(4) =r(4) <3， 因 此 对 Ax = 的 增 广 矩 
阵 4 施行 初等 行 变 换 即 可 得 到 正确 选项 . 
1 1 1:1 1 1 1 :1 
1 2 | 1 a-l | 
和 (i 
ol 1 : 1 
0 1 a-l | | 
0 0 (a-1)(a-2) (4-1)(d-2) 
由 此 可 知 ，Ax = 五 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 r(4) =r(4) <3， 即 为 a=1 或 a=2, 并 
有 昌 d=1 或 d=2. 
因此 本 题 选 (D). 
附注 ”应 记 住 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b( 其 中 4 是 m xn 算 阵 , b 是 m 维 列 向 量 ， 增 广 
和 抢 阵 为 4) 关 于 解 的 结论 ; 
Ax =b 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 7(A4) =r(4) <n; 
Ax =b 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4) =r(4) =n; 
Ax = 无 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4) >r(4). 
(6) A 
分 析 设 f(x,，x,，xs) =x'Ax( 其 中 ， = 2 )  ， 4 是 3 阶 实 对 称 矩 阵 ) ， 则 由 
4e =2e，4e, =ej，4e; = -e; 即 可 算出 对 角 和 矩阵 CO"4O@， 从 而 得 到 在 正 交 变换 zx = Qy 下 的 
标准 形 . 


2 
精 解 mo-| 1 ， 所 以 有 
-1 





Ae| =2ej，4e, =e,, Ae, = -6 
从 而 4e =2el，4(-e) = -(-e3), Ae,=e,. 因此 


2 和 
(本 一 63， e@) 4(ei， 一 63， | 二 | ene-| =] 
1 1 


故 所 zi ， zj，x3 ) 在 正 交 变 换 x = Qy 下 的 标准 形 为 ”274 -y+y3. 
因此 本 题 选 (A). 


附注 “本题 也 可 解答 如 下 : 





儿 
en €,， e3) 4(ei， €,， e;) | 1 | he 
= 





互 换 第 2、3 列 第 2 列 乘 以 ( -1) 
(er €,， 6 (0 €;3， 2 一 2C3， (hy) 3 
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LD OY 0 0 1 0 0 
BI(e,, 一 63， e,) =(Cem 6,， e;) 0 0 1 0 =1 包 =(ei， 2 ， e3 ) 0 0 1 ? 
0 1 0/NO 0 1 0 -1 0 


所 以 ， 0'40 =(ei， 9 e,) A(e, 一 3， e,) 

















1 0 oY 1 00 
=|0 0 | es tt oo ool 0 | 
0 -1 0 0 -1 0 
IO 20OREOTET 7000 
=|0 0 出 1 中 0 | 
0 1 0/\0 0 -0 -1 0 
2 0 0 0 0 /2 00 
=|0 0 1 | so 
0 1 0 1 0) \0 01 
因此 ， 在 正 交 变换 x = OQy 下 ,ARx ，x,，%, ) 的 标准 形 为 2y? -yi 上 入. 


7) C 
je 利用 P(4B) 大 P(4)，P(C4B) 大 P(B) 即 可 得 正确 选项 . 
精 解 ”由 于 P(4B) <P(4), P(4B)<P(B)， 所 以 
2P(AB) <P(A) +P(B)， 即 P(AB) st 7 
因此 本 题 (C). 
附注 ”由 上 解答 已 证 明 选 项 (D) 是 不 正确 的 .下 面 用 例子 说 明 选 项 (A)，(B) 也 是 不 正 
确 的 . 





例 1 设 4=B， 且 P(4) = 六 ， 则 P(4B) = P(4) = 二 ， 但 P(4)P(B) = 二， 所 以 选项 
(A) 不 正确 . 

例 2 设 4B= 儿 , P(4) =P(B) = 可， 则 P(4B) =0, 而 P(4)P(B) = 本， 所 以 选项 
(B) 也 不 正确 . 

(8) DD 





分 析 首先 算出 (XY) ， 然 后 利用 随机 变量 数字 特征 的 性 质 ， 计 算 E[X(X+Y-2)]. 
精 解 ”由 于 XX 与 Y 不 相关 ， 所 以 Cov(X,，Y) =0， 即 
E(XY) =EX. EY=2 x1 =2, 
所 以 E[X(X+Y-2)] =E(X +XY-2X) =E(X) +E(XY) -2EX 
=DX+(EX)’ +E(XY) -2EX 
=3+2*+2 -2x2=5. 
因此 本 题 选 (D). 
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附注 设 X,， 了 Y 是 随机 变量 ， 则 外 与 Y 不 相关 时 ，Cov(x, y) =0, 但 X 与 Y 未 必 相 互 






































二 、 填 空 题 
(9) ”- 广 
bd 对 分 子 Incosx 用 等 价 无 穷 小 代替 ， 即 可 得 所 给 极限 的 值 . 
精 解 ”由 于 x 一 0 时 ， 
lncosx =In[1 + (cosx—-1)| ~cosx—-l1~ -3 
和 
所 以 ,1 i ee =lim 2 a J 
附注 ”本题 也 可 用 洛 必 达 法 则 计算 
im lncosx jm 二 ta - 1 
HD a0 2x 2 
Tm 
(10) 天 
分 析 利用 奇 、 侦 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 性 质 计算 所 给 的 定 积 2 
精 解 癌症 二 smx 是 奇 函 数 ，|x | 是 偶 函 数 ， 所 以 
加 SI1nX 加 各 加 mT? 
i + el) = [2 = 于 


附注 ”应 记 住 以 下 公式 : 对 a>0， 有 
0， f(x) 是 奇 函数 ， 


耶 
(Ww) = a 
1 oe 是 偶 函 数 . 


如 果 | fx)ax 收 仑 ， 则 以 上 公式 对 a = + %w 也 成 立 . 











(11) Oz _ _yz+l1 ~- sinx Oz__ XZ 
Ox x+e "OO 好 +e 
分 析 首先 算出 z| ,一 ,然后 对 所 给 方程 两 边 求全 微分 并 将 %=0, y=1 及 z= 及 


代入 即 得 dz| .00 
精 解 ”将 x=0, y=1 代入 所 给 方程 得 
ef +rOxl1 xz(0, 1) +0 +cos0 =2, 
即 ex =1， 所 以 zx(0，1) = 
对 所 给 i 
edz+yzdx +xzdy +xydz + dx — sinxdx =0， 
于 是 dz| 0) = dz lo010) = dx. 
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附注 z=z(x, y) 是 隐 函 数 . 由 题解 中 的 计算 可 知 ， 











d= 2 
MY 十 e MXY 十 e 
0z yz +1-sSnx 0z NZ 
所 以 = = 0 
9 XY 十 6 9y xy +e” 
1 
12 


分 析 ”利用 积分 区 域 的 对 称 性 可 得 有 xdxdydz = 用 yaxaydz = 用 zdxdydz， 由 此 可 以 快捷 
算出 (x +2y +3z)dxdydz 
精 解 有 (x+2y+3z)dxdydz = | waxdydz +2 yarayas +3 | zdxdyas. (1) 
由 于 用 (=y)drdydz 的 积分 区 域 Q 关于 平面 * =y 对 称 ,在 对 称 点 处 * -y 的 值 互 为 相反 
数 , 所 以 用 (Gx - y) drdydz = 0， 从 而 由 sdrdyrd = 用 yaxdydz， 同样 可 知 ， 用 xdzdydz 
= 和 sarayas, | yaxayas = 和 zaxdyaz 
将 它们 代入 式 (1) 得 
| (x+2y+3z)dxdydz =6 | zaxayas 
=6 [EE (其 中 D,, = |(x, y) |x+y<1, x=0, y=0| 
| 是 各 在 xOy 平 面 上 的 投影) 
= 301 -4-y)?drdy = [ dx | 30 Edy 


' | | 3 1 4 
=| — (1 -x—y) | dx=| (1 —x) dx = -7 (1l-*) 


1 


-1. 
附注 ”题解 中 有 两 点 值得 注意 : 
( 工 ) 利用 积分 区 域 的 对 称 性 将 用 (4 +2y + 3z)dxdydz 化 简 为 6 上 zdxdydz， 通 常 有 以 下 





公式 : 
设 积分 区 域 2 有 茶 种 对 称 性 ， 则 


i, », dear = 可 f(x，y,z)qdxdydz， 当 f(x,y,z) 在 对 称 点 处 的 值 彼 此 相等 ， 
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其 中 心 是 2 按 其 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 . 
( 工 ) 题解 中 的 人 zdxdydz 按 “ 先 一 后 二 "计算 的 ， 它 也 可 按 “ 先 二 后 一 "计算 
| zaxayas 三 [ zdz | zaxay (其 中 , D,= | (x, y) Ix+y1 -z, X 宇 0,y 宇 0} 是 0 的 立 


坐标 为 ze [0，1] 的 截面 在 x0y 平面 的 投影 ). 


| 1 
1 > 2 
| (z—2z +2z )dz 

















1 | el 
= 了 名 了 本 | 
(13) 2"*!-2 
2 0 0 0 2 
-1 2 0 
、 0 -1 2 :… 0 2 Ee ee 
分 析 记 D,= | . 到 . ”. |， 将 D, 按 第 一 行 展开 得 到 一 个 递 推 式 . 
0 0 0 2 
0 0 0 -1 2 
由 此 即 可 得 到 D, 的 值 . 


精 解 ” 将 D, 按 第 一 行 展 开 得 











D,=2D, ,+2 (<-1)".(-1)"!=2D,,+2 
由 此 递 推 式 得 
D, =2(2D, ,+2) +2 =2°D, , +2 +2 
=22(2D ,+2) +2: +2=2D , +2 +22+2 
=… =2" 3D, +2" +2? + 42 +22+2 
pa hp ns 牛人 "2 第 全 3 ps 十 22 +2 
me ) a 
el 
附注 D, 也 可 以 用 数学 归纳 法 计算 . 
2 0 
DE 
0 =1 2 
2 0 2 
2 0 =l 2 0 
0 pe 
D, = =2|=l1 2 22(=1)Y”s| 0 =l 2 
0 =1 2 2 
0 -1 2 0 0 -1 
0 0 -1 2 
三 2 二 2 二 
加 要 Ds 2 本 
由 此 可 得 D, =2”+2” +2:…+2= = 
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现 用 数学 归纳 法 证 明 式 (1). 
涩 N=3, 厂 卫 ， 苇 (1) 正 全 | 
设 n=m 时 , 式 (1) 正 确 ， 即 D, =2" -1， 则 将 D,,, 按 第 一 行 展开 得 
历 DE 避 人 三 全 三 及 访 二 2 
2 
即 n=m+1l 时 ， 式 (1) 正 确 .， 因此 对 n=3,，4,…， 式 (1) 正 确 . 


(14) 去 


分 析 由 (X， 了 ) 的 概率 密度 为 2e -I 知 


P(XY-Y<0) =P((X-1)Y<0)= | je 二 CO dvdy 
(z-1)y<0 


由 此 即 可 算得 这 个 概率 . 
精 解 P(XY-Y<0) = | je HC dudy 


(x-1)y<0 


J 1 -二 + 他) 公 %1 =%—1 
= 二 8 ded ) 
Ji = 


= PCX,Y, <0) (其 中 (六 ， Y)~N(0, 0; 1, 1; 0) 

=P((X,, 7 )e 第 了 象限 ) +P((x,, y) ee 第 人 V 象 限 ). (1) 
容易 知道 (XX ， 了 7 ) 落 在 x,0yi 平面 的 各 个 象限 的 概率 彼此 相等 ， 所 以 P((X,,， 7)e 第 I 了 和 象 
1 


限 ) = P((X,， 包 )e 第 V 象 限 ) St 将 它们 代入 式 (1) 得 
1 1 1 
P(XY-Y<0) Te 


附注 本题 也 可 以 按 以 下 方法 计算 
由 (X,Y) ~N(1, 0; 1, 1; 0) 知 , 与 YY 相互 独立 ,上 且 
YoN(l, 1), Ya WMO, 1), 
故 对 -1~N(0, 1), 且 针 -1 与 YY 相互 独立 ， 因 此 
P(XY-Y<0) =P((X-1)Y<0) 
=P(X-1<0, Y>0) +P(X-1>0, Y<0) 
=P(X-1<0)P(Y>0) +P(X-1>0)P(Y<0) 





三 、 解 答题 
(15) a= -1, b=-—, k=—-— 


分 析 ” 写 出 了 f(x) 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 3 阶 麦克 劳 林 公式 ， 即 可 由 f(x) ~ ie (x 一 0) 求 出 
a, 5, 的 值 . 
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2 3 
% 和 
一 一 十 一 一 


精 解 由 于 f(x) =x+al* 一 3 


+o(x’)| +bx[x+o(x’)] 


二 roOat+[ -3 + + 3 +o(x ) (x—0), 








所 以 由 1 =lim 人 9 =lim 





=lim + 
1 +a=0, 
1 1 1 
得 一 一 一 一 三 一 二 一 一 一 三 一 一 一 
二 a+b=0, 即 a 1,5b 7 k 本 
a =3k, 


附注 ”本题 也 可 以 按 以 下 方法 计算 . 
由 1 m/l pm +n +%) + bxsinx 
0 x? 


0 en) Lx’ 





SO 1 +— + bsinx + bxcosx 
洛 必 达 法 则 Ti 1 +x 


w= 3 Lx 





得 iml + 一 人 上 bsinx + hrcow j=0， 即 1+a=0, 所 以 a= -1. 
x—0 1 +x 
将 a= -1 代入 式 (1) 得 


1+ = + bsinx + bxcosx 


1 =lim Lg 本 
“0 3kx 


im + (1 +x)(bsinx + bxcosx) 
x20 (1 +x) + 3kx? 


jm * + bsinx + bxcosx + bxsinx + bx cosx 
= lim 


wo0 3Jx? 











s 2 
x+bsinx+bxcosx 1. b(xsinx +X cosx) 








Lm 3Jx’ yn 3Jkx’ 


jim*+ bsinx + bxcosx 210 
0 3 kx 3k 
洛 必 达 法 则 Jim 1 +2bceosx — bxsinx .2 
0 Okx 3k 
1] +2bcosx 2b 


=limQ—— 


二 区 Okx 3%k. 











由 此 可 知 “lim(1 +2bcosx) =0， 即 b= - 工 ， 将 它 代入 式 (2) 得 





1 = lim 一 一 二 


区 
1-cosx 1 1 1 
0 6hkx 3k 3k’ I 


(1) 


(2) 
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(16) f(x)= F(x el) yh y=/(x) 


分 析 夯 出 曲线 y=f(x) 及 DD 的 图 形 ， 由 此 得 到 f(x) 的 G0 
微分 方程 . 解 此 微分 方程 算出 f(x) 的 表达 式 . 

精 解 ” 由 于 f'(x) >0(xe7)， 所 以 y=f(x) 的 图 形 如 
图 B-15-16 所 示 . y=f(%) 在 点 C(xo，f(%o)) 处 的 切线 方程 
为 y -f(xo) = 了 '(xo) (x 一 xo)， 记 该 切线 与 x 轴 的 交点 为 B， 












































B 4 三 
x 0 x 
则 点 B 的 横 举 标 为 -0 
f (xo) 图 B-15-16 
证 记 直 线 x=w 与 x 轴 的 交点 为 4， 则 点 4 的 横 坐 标 
为 *,， 于 是 D 即 为 图 中 的 A4BC， 它 的 面积 ; 
a SA 
(0) Ce 
i Py 
日 太太 得 加 王莽 
由 题 设 得 27 x.) 4， 即 Fx) -8 
由 于 x 是 7 上 任意 的 点 ， 于 是 有 微分 方程 = 言 、 它 的 通 解数 -十 = 训 ++C， 将 y(0) = 
1(0) =2 代入 上 式 得 C = -元 所 以 有 
1 1 8 
yy 8 2 即 yx 





由 此 得 到 J(x) 的 表达 式 为 /(x) = 了 一 (% 


附注 画 曲 线 y=f(x) 的 图 形 时 ， 应 注意 题 设 f'(x) >0(xe7n). 


(17) 3 

分 析 ”本题 实 质 上 是 计算 |grad/(x，y) | 在 约束 条 件 x +y +xy =3 下 的 最 大 值 ， 可 采用 
拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

精 解 f(x，y) 在 点 (x,，Yy) 处 的 最 大 方向 导数 为 





Wir 





|gradf(x, y) |= 
=): (Js (1+y) +(L+x) 





= V2+2x +2y +x +Y. 
寺 十 : hy i a y) =2+2x +2y+x +y 在 约束 条 件 x +y + 
现 用 拉 格 朗 日 和 数 法 计算 M 
记 g(x, y) =9(x, ee =2+2x +2y +x +y +A(x +y +xy -3), 


则 8 = ,SR 
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由 拉 格 度 日 乘 数 法 得 


J 2 +2x +A(2x +y) =0， (1) 
dg_0 即 2 +2y+A(2y +x) =0， (2) 
0y x +y +Xy =3. (3) 


x +y +Xy =3, 
式 (1) - 式 (2) 得 (x -y)(2+A) =0， 所 以 y=x 或 A= -1. 
将 y=x 代入 式 (3) 得 x= -1，1， 对 应 地 y = -1, 1. 
将 A= -2 代入 式 (1) 或 式 (2) 得 y=1 -x， 将 它 代 入 式 (3) 得 x* -x-2=0, 即 x= -1， 
2， 对 应 地 y=2，--1. 
于 是 ，g 的 可 能 极 值 点 为 Mi=( -1，-1), MW=(1, 1), My=(-1,2), M=(2,， -1). 
由 于 g|m =0, 8] =8, pg|m=?|w =9， 所 以 f(x,y) 在 曲线 C 上 的 最 大 方向 导数 为 


lgradf(x, y) | | mm = |gradf(x, y) ||, = =3. 


附注 ”应 记 住 ， 二 元 函数 f(x, y) 在 点 (x,y) 处 方向 导数 的 最 大 值 为 |gradf(x, y)|. 
于 是 

计算 f(x, y) 方 回 导 数 最 大 值 ， 就 是 计算 |gradf(x, y) | 的 最 大 值 (无 条 件 极 值 
问题 ) ; 

计算 f(x,，y) 方 向 导数 在 曲线 C 上 的 最 大 值 ， 就 是 计算 |gradf(x, y) | 在 曲线 C 的 方程 
为 约束 条 件 下 的 最 大 值 (条 件 极 值 ). 

(18) f°(x) =ui(x)u, (x)u(x) eu, (x) tu (x)u (x)us (x) eu, (XxX) + +u (x) 
us (x)us(x) uw (x). 

分 析 (〈 工 ) 利用 导数 定义 证 明 ， 并 注意 当 某 个 函数 在 点 x 处 可 导 时 ， 必 在 点 x 处 连续 . 

( 卫 ) 利用 ( 了) 的 结论 写 出 了 '(x). 

精 解 〈( 工 ) 由 于 u(x), v(x) 可 导 ， 所 以 有 

















u(x+Ax) -u(x) _,， . V(X+Ax) -v(x) _,) 
We 








lim 
Ax—0 


并 且 limv(x +Ax) =v(%) (可 导 必 连 续 )， 因 此 





[u(x)o(%)]’ = lm <C*+Ax)v(%+Ax) ~ w(x)v(%) 
= lim [u(x+Ax) -u(x) v(x+Ax) t+u(x) [v(x +Ax) —v(x)] 


Ax—0 Ax 





v(x + Ax) -v(x) 
Ax 








" limv(x + Ax) +u(x) lim 
Ax—0 Ax—0 


2 jm u(x+Ax) -u(x) 
Ax—0 Ax 
=u (x)v(x) tu(x)v (x). 
( 工 ) 利用 ( 工 ) 得 到 的 绪论 得 
f(x) =x) [Lu (x) us (x), (x) ]} 
=u (x) Lu Cx) u(x) x) | tu x) {u(x) [u(x) eeu, (x) 1} 
=u x) x) ua x) u(x) tu (x) {ux) usr) nu, x) | tu (x) [Lux) en, (x) ]'} 
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= (Xu (Ku (Rn CR) tu (xu (x) u(x) x) tu x)u (x) Lus (x) on, (x)] 


=uU Xu (Kus (CK) K) tu (Xu Kus (K(X) + tu KU KX) Us (KX) el (%). 
附注 ”应 记 住 高 等 数学 中 一 些 重要 定理 、 公 式 的 证 明 . 


(19) 2 


分 析 将 工 的 方程 改写 成 参数 方程 ， 并 确定 起 、 终 点 的 参数 ， 然 后 将 参数 方程 代入 所 给 
的 曲线 积分 ， 将 其 转化 成 定 积分 ， 计 算 之 ， 即 得 了 的 值 . 


精 解 由 于 工 在 xOy 平 面 上 的 投影 : 妇 + 分 =1(x*>0)， 起 、 终 点 分 别 为 (0，\) 与 





三 t, 
(0，_ 历 ， 参 数 方程 为 | ”“” ”其 起 、 终 点 参数 分 别 为 了，- 卸 ， 所 以 工 的 参数 方程 为 
y = V2sint 2 2 


X% 三 COSL， 
i 
2 = Cost, 


将 工 的 参数 方程 代入 了 得 


1 = [ [ (V2sint + Cost)( —sint) + (cos’t ~ cos’t + V2sint)V2cost + (cos’t +2sin’t) ( — sint) ]d 


T 


= 人 ( — V2sin’t + sintcost — sint — sin’t) dt 
= 局 — V2sin’tdt =2 a sin’tdt =2 \2 . 二 . Tn 
附注 “由 于 三 是 平面 :=x 上 的 曲线 ， 所 以 了 也 可 用 以 下 方法 计算 : 
= | (y+z)dx+(z -x +y)dy+ (x +y )dz 

MA 





| Gtx) dr+ydy + (ot +y) de (其 中 万 如 题解 中 所 示 ) 
三 [ a(S 3 + + Cy +) ds 


ll j 5 | a (0, -2) 
= i + | 


_ a 
= | sinnsdt =2 V2 | sin’tdi =2 v2 7 7 = FT 








+ | ~ (V2sint +2sin’t) ( — sint) di 
(0,) Ss 


(20) ”分 析 (上 工 ) 只 要 证 明 pB,,，B,, PB; 线性 无 关 即 可 . 
( 开 ) 设 & 在 基 @ ，o%，am 下 的 坐标 为 x ，x,，x3， 则 由 
(@, @, @)|x, |= (Bi, B,, B;)|x, 


V3 3 
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入 手 ， 确 定 撕 的 值 ， 并 求 出 所 有 的 x ，xs，%s. 








精 解 ( 工 ) 由 
2 0 1 
(DB，， BbB,, B;) = (a, @,， | 2 0 (1) 
2k 0 k+l 
2 0 1 
知 ，|(B， B;, B;)|=|(@,@, 0)|110 2 0 |. 和 由 于 |(@a, @, mw)| 关 0( 这 是 因 
2k 0 k+l 
为 q,，@,;，@; 是 一 个 基 ， 它们 线性 无 天 ) ， 并 且 
2 0 1 
0 2 0 =4 天 0， 
2k 0 k+l 








所 以 |1(B,, B,, B;) | 对 0， 即 B,,， PB,， PB; 线性 无 关 ， 从 而 是 R? 的 一 个 基 . 
( 卫 ) 设 & 在 基 @ ，@,，@s 下 的 坐标 为 x,，x,，x3， 即 





€ =X 0 + XQ, + XQ, (2) 
则 由 题 设 得 
| 而 2 0 1 Mi 
(ai ，a, ， oe B,, me a ， | 2 0 E ( 式 (1) 代 入 )， 
元 ii 2k 0 k+l1) x, 


Xl 2 0 1 | 
"| 2 ,| wear 
2k 0 k+l 


X3 X3 








1 0 fxi 
[ 1 | : =0. (3) 
2k 0 大 人， 
1 0 1 
要 使 专 存 在 ， 必 须 式 (3) 有 非 零 解 ， 因 此 | 0 1 0|=0， 即 有 =0. 
2k 0 Ek 





将 =0 代入 式 (3) 得 








0 


(wi Was x3)" =c(1, 0，-1)7-， 即 xi =c， =0，x = -c. 将 它 的 代入 式 (2)， 得 所 
有 的 过 为 所 =cal -ca ， 其 中 是 任意 常数 . 





1 0 1 Xl 
0 1 0 |x, |=0， 它 的 通 解 为 
0 0)\x, 





2 
附注 ” 当 确 认 B,,，B,， Bs 是 一 个 基 以 后 , 式 (1) 中 的 矩阵 | 0 2 1 | 称 为 从 基 wm， 
2k 0 k+l 








OO, Oo 到 基 p， , B,, Bs 的 过 渡 和 矩阵 . 


2015 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 精 讲 “ 13. 





(21) 分析 ( 工 ) 利用 矩阵 相似 性 质 确定 a, 5. 
( 荆 ) 将 ( 工 ) 中 算得 的 值 代 入 4 后 ,将 其 相似 对 角 化 ， 即 可 得 到 了 P. 
精 解 ( 工 ) 由 于 4 ~B， 所 以 有 
trhA =17B, 3+a=2+6b, 
1 Ce 





由 此 得 到 uc =4， b=5. 


(I) 将 <c=2 代 入 4 得 4 


ll 
WT 
1 
一 一品 

1 

DD ww Dh 
| | 

个 

We 




















A -2 3 A -2 3 A -2 3 

由 于 APE, -4|=| 1 4-3 3 |=|1 A-3 3 |=(A-1)|l1 A-3 3 

-1 2 A-4| |0 A-1 A-1 0 1 1 
=(A-1)’(A-5) 


知 ，A 有 特征 值 和 =5,1( 二 重 ). 
设 4 的 对 应 入 =5 的 特征 向 量 为 qa=(ai，a,，a;) ， 则 ae 满足 
5 -2 3 | 
1 2 | a, |=0. 
-1 2 1 


它 有 基础 解 系 ( -1，-1, 1)7， 故 可 取 w=( -1，-1，1)7 
设 4 的 对 应 入 =1 的 特征 向 量 为 B= (5,，5b,，5;) ， 则 B 满足 


1 2 3 [ob 
1 -2 3||6,|=0. 
-1 2 -3/\,, 


它 有 基础 解 系 (2, 1,0)", ( -3,0,1)',， 故 可 取 B =pB,=(2,1,0)',B=pB,=(-3,0,1)'. 











U3 














= 2 3 5 
于 是 ， 可 逆 和 矩阵 忆 =(w, BB, B,) 1 1 “0 | 即 为 所 求 ， 它 使 得 P74P = 1 | 
10 1 1 


附注 设 n 阶 矩阵 4 与 BB 相似,， 则 4 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 特别 有 tr4 =1rB， 
14|=1B|.， 此 外 ， 

当 有 A 可 道 时 ,，B 也 可 道 , 有 是 A4 -1'~B!, A ~B'; 

当 4 可 相似 对 角 化 时 ，B 也 相似 对 角 化 ; 

当 P "AP=B( 其 中 PP 是 n 阶 可 逆 和 矩 阵 ) 时 ,如果 是 4 的 对 应 特征 值 的 特征 向 量 ， 
则 PE 是 B 的 对 应 特征 值 和 的 特征 向 量 . 

(22) ”分析 ( 工 ) 先 算出 p=P(X>3)， 然后 计算 P(Y=k)(k=1,，2,，…)， 即 得 
的 概率 分 布 . 

( 工 ) 按 数学 期 望 定 义 计 算 EY. 

je 


精 解 (1) 由 于 p = P(X >3)=[ Ko)dz = 人 2"I2ds =-2*| = 训 ， 


3 
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所 以 ， 对 上 =2，3，…， 有 


P(Y=k) = 忆 在 左 次 独立 观测 中 ， 前 下 -1 次 观察 ，| 工 >31 恰 好 出 现 一 次 ， 


而 第 次 观察 ，| 对 >3| 出 现 | 
=P| 在 k-1 次 观察 中 |X>3| 恰 好 出 现 一 次 } . P(X >3) 
=Ciip(1 Pp) rp=(k-1)p (1-p)", 
所 以 ,了 的 概率 分 布 为 
7 


P(Y=h) = 吉 (5-D (名 ] (2 Bs 
式 ( 工 ) 由 式 (1) 得 


EY = > kP(Y=k) = > dD) (7) 


引入 寡 级 数 》 了 GE - Dse3 ， 记 其 在 (0，1) 内 的 和 范 数 为 *(x) ， 则 


=、1 本 | < 
s(x) = —hk(k—-1)x = 
2 64 64 dz 





所 以 三 =:( 霹 ] =16. 


附注 ”顺便 计算 DY. 
DY = E(Y¥Y,) - (EY)’ = E(Y¥) -256 


I 
EP(Y = k) -256 = BH OF ) (去) 本 


























elt _ 7 ll _ Te 
= E+E 1) (二 ) EC | 256 
_1ia 了 = 
= Ft 1) (二 ) 16 - 256 
= | , -272 
k=2 OX X= 
I 
-二 上 生 S| 7 
1 Gi (3) 
= 可 (天 一) 
ii=(=) 
2 
3 

= 2 

1 6 





(1) 


(2) 
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(23) ”分 析 〈 工 ) 按 矩 佑 计 法 计算 . 
( 工 ) 按 最 大 似 然 佑 计 法 计算 . 
1 


精 解 ( 工 ) EX = | f(x;0) dx 三 | ， To 忆 元 (1 +0). 








按 矩 估计 法 , 令 BX = >X 一, 即 汗 (1 + 9) = 了， 得 6 的 答 估 计量 9=2X 1. 


( 卫 ) 设 样本 对 ，X,，…, 成 的 观测 值 为 x; ，x,;，…，%,， 则 似 然 函 数 为 
L(xi, x%3, ***, Xi,; 0)=f(x1; 0)f(x,; 0)**f(x,; 9) 














1 
00" Ox , %,, *…, %, 1, 
0， 其 他 . 
显然 ， 了 的 最 大 值 只 能 在 0<x, x%,, *…, %,1 内 取 到 ， 所 以 工 可 以 化 简 为 
1 
L(x1, %, ***, %,; 0) 00" 
即 lInL= -nn(1 -0), 0<x,, x,, **…, %, 1. 
由 于 Ca -_2_ >0， 所 以 二 是 6 的 单调 增加 函数 ， 故 工 的 最 大 值 在 min |x,， x,，…, x,| 





dg 1-0 
处 取 到 ， 因 此 ，9 的 最 大 似 然 估计 值 为 min |x, ，x,，…，x,| ， 从 而 9 的 最 大 似 然 估 计量 为 6 = 
min | Xi,， A bo 
附注 ”应 熟练 掌握 计算 未 知 参 数 点 估计 算 的 两 种 方法 矩 估计 法 与 最 大 似 然 估 计 法 . 
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一 、 选 择 题 

(1) C 

分 析 从 计算 非 铅 直 渐 近 线 人 手 . 
精 解 ”对 选项 (C) ， 由 于 





加 
sin — 


y 2 -1 


=lmn- 一 =1+1l1nm 
x % NX MX 十 oo 





b = lim(y - ax) = limsin LL = 0. 
oo 0 % 


所 以 ， 曲 线 y =x + sin 二 有 渐 近 线 y = 和 

因此 本 题 选 (C ). 

附注 “对 于 曲线 y =y(x*) ， 如 果 极 限 

7 lim YD 与 及 三 lim[ y(%) — ax | 

都 存在 ， 则 该 曲线 有 非 铅 直 渐 近 线 y = ax + 6. 

(2)  D 

分 析 利用 f(x) 在 [0, xj] 与 [x, 1](xe[0,1]) 上 的 拉 格 明日 中 值 定 理 证 明 . 

精 解 ”对 xe (0,1), 由 

f(x) = 所 0) +f (Ei)x (6 € (0,%)), 
fx) =f(1) +f' (6)(r-1) (é, € (x,1)) 
得 f(x)=f(0) (1 -x) +f(l)x+[f' (6) -ff'(é,) lx(l—x) 
=g(%) -ff"(E) (6 -6x1l-x) (é€e(é, 6€,)C(0, 1)). 

于 是 ， 当 "(x) 宇 0(xe (0, 1)) 时 ， 有 f(x)g(x)(xe(0, 1)). 
此 外 由 于 f(0) =g(0), f(1) =g(1). 所 以 有 f(x)g(x)(xe[0, 1]). 

因此 本 题 选 (D). 

附注 当 /"(x) >0(xe[0,1]) 时 ， 曲 线段 y=/(x)(xe[0, 1]) 是 四 的 , 而 y=g(x) 
(xe10,1]) 的 图 形 是 连接 曲线 段 的 两 个 端点 (0，f(0)) 与 (1, f(1)) 的 线段 ， 它 位 于 曲线 段 
的 上 方 , 故 有 f(x) 三 g(x)(xe[0, 1]),， 生 仪 在 点 x =0,1 处 取 等 号 ; 当 f"(x) 宇 0(xe 
[0, 1]) 时 ， 只 能 推出 f(x) g(x)(xe[0,1])， 而 取 等 号 处 不 限于 点 x=0 与 x=1. 

(3) D 

分 析 ” 夯 出 所 给 二 次 积分 对 应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 ， 然 后 写 出 先 y 后 x 次序 的 二 次 
积分 即 可 . 


精 解 由 于 | 由 | fr) 
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yh 


= rx, do = |r, ao + fr,y) do, 


其 中 ,D = |(x,y) | -Mi-y<x<1-y,0<y<1| 
TT 


1 
= {6.9 10< " ee y 2 











{G1,0) lo<r<1 了 F<0<"| 


图 B-14-1 
二 有 +D( 见 图 B-14-1)， 


所 以 ,| ”ma a 
-人 dg “fl rcos 0, rsin 0)rdr a a0 |/ rcos 0, rsin 0)rdr. 


因此 本 题 选 (D ). 

附注 〈 工 ) 当 要 由 一 个 二 次 积分 写 出 与 其 相等 的 为 一 个 二 次 积分 时 ， 应 首先 画 出 所 给 
二 次 积分 对 应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 . 

( 卫 ) 由 于 题解 中 的 D, 与 D, 都 是 角 域 的 一 部 分 ， 故 宜 采 用 极 坐 标 . 

(4) A 


分 析 记 f(a, 5b) = | (x -acosx -bsin x)”dx, 并 计算 它 的 最 小 值 点 (a,, 5b, ) ， 即 可 得 














aicos x + bisin x. 


精 解 由 于 


TT 
fla,b) = | (x + a cos x + bsin x — 2axcos x — 2bxsin x + 2absin xcosx)dx 
二 


[13， 1 ,, ; 
| [x +70 (1 + cos 2x) + (1 - cos 2x) -2bxsin « |dx 


了 +am+b mn-—4on, 





of 
一 =0 
Oa 
所 以 六 = 27a, 兴 = 27(5 -2). 从 而 由 得 f(a, 5) 的 唯一 可 能 极 值 点 (0, 2) , 且 由 
° of _ 
5 0 
| i el 3 
Oa” ob a0b &=0,6=2 Qa” | 4=0,6=2 





知 (0, 2) 是 f(a, 5) 的 最 小 值 点 . 所 以 a, =0， =2， 从 而 
aicos x + bisin % = 2sin %, 
因此 本 题 选 (A). 
附注 ”本题 实 为 计算 f(a, 5) 的 最 小 值 点 . 由 于 f(a, 5) 只 有 唯一 的 极 小 值 点 (0, 2) ， 所 
以 它 即 为 最 小 值 点 . 
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(5) B 
分 析 ” 按 第 1 行 展开 即 可 

0 «a 0 0 

Be a 0 2 a 0 2 
精 解 = 一 Q C 
精 刻 | ， | 生 0 d 0|+0|0 0 

c 0 dd c 0 dd 
c 0 0 d 
= -a(ad’ -bed) +b(acd -be )= - (ad- bc)’. 

因此 本 题 选 (B). 
附注 ”本题 可 按 任 一 行 ( 列 ) 展 开 . 
(6) A 





分 析 ” 按 向 量 组 线性 无 关 的 定义 进行 推理 . 
精 解 ” 设 wm ，@,，@ 线性 无 关 ， 则 对 常数 和 A ，A, 有 
A(@ + kas) +Aa@, +la) =0, 即 Ma +Aa, + (Ak+Ala, =0 
时 ， 必 有 A 和 =A, =0. 因此 知 @ + kas，@, +las 线性 无 关 . 
但 反之 未 必 成 立 , 例如 @ =(1, 0, 0), @,=(0, 1, 0)', @=(0, 0,0) ， 则 ai + 
ka =@l，@, + las =@, 线性 无 关 ， 但 w ，a,，@ 却 线性 相关 . 
因此 本 题 选 (A). 


附注 “本题 的 必要 性 也 可 证 明 如 下 : 
设 mw ，% ， 是 线性 无 关 的 三 维 列 向 量 组 ， 则 由 


1 0 0 
(@ +jioo mt+l om)=(a wa)i0 1 0 
让 


1°0 0 
WU TU 
wl 


及 和 矩阵 可 道 知 w + pa ，m + lq;，@; 线性 无 关 ， 从 而 w + fa;，@a, + la 线性 








无 关 ， 
(7) B 
分 析 利用 随机 事件 概率 计算 公式 ， 先 算出 P(4) ， 再 计算 P(B -4). 
精 解 由 0.3 =P(4-B)=P(4) -P(A4B) =P(4) -P(A)P(B) 
=P(4)(1-P(B)) =0.5P(A) 
得 P(4) =0.6， 所 以 
P(B -4) =P(B) - P(AB) = P(B)(1 - P(A)) = 0.2. 
因此 本 题 选 (B ). 
附注 “随机 事件 概率 的 减法 公式 是 
P(A -B)= P(A) - P(AB). 
当 BCA 时 , P(4-B)=P(4) -P(B). 
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(8)  D 
分 析 用 随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 的 计算 公式 计算 EY, 与 DY, ， 用 随机 变量 的 数学 
望 与 方差 的 性 质 计算 EY, 与 DY, ， 然 后 比较 大 小 . 


精 解 由 EY = y LO) +AO)]dy = EX + 方 EX, 以 及 








1 1 1 
EY, = 下 六 (2 | FEX, + 3 EY, 
知 EY, = EY,. 
由 于 E(Y)= | 了) + 户 (7)]dy = FE(X) + E(B), 
E(Y) =E[T (CX, +X)]= #2C) + ECX) +2EX, * EX,] 


<T[E(X) + E(X) + (EX')” + (EX,)’] 


jk 


三 天 [ET ) + E(X) +E(X) +E(X)] 


=3E(X) + 3E(R) 


所 以 , DY, = 天 (到 ) - (EY,)<E(Y)- (EY,)’=DY.. 

因此 本 题 选 (D). 

附注 ”随机 变量 的 方差 DX 定义 为 DX =E(X-E(X))*,， 但 通常 用 公式 DX = 天 (天 ) - 
(EX) 计算 . 

二 、 计 算 题 

(9) 2x—-y-z=1 




















分 析 先 算出 天 | ,下 | ，，， 然后 按 公 公式 写 出 所 要 求 的 切 平面 方程 . 
精 解 由 于 尝 和 =[2x(1 -siny) -六 cosx] | oo =2， 
0 =— x cosy+2y(1 -sin%) | (60, =-1, 
所 以 所 求 的 切 平面 方程 为 
2(x -1)-(y-0)-(z-1) =0, 即 2 -y-z=1. 
附注 “曲面 RCx，y，z) =0(F(x，7y，z) 具 有 连续 偏 导 数 ) 在 其 上 的 点 (xz，y ，z ) 处 的 


切 平面 方程 为 
D(a ) (Ys = ) (= (2 =) 三 0 
特别 地 ， 曲 面 z =f(x,，y) (f(x,，y) 具 有 连续 偏 导 数 ) 在 其 上 的 点 (x6。，y6。， 纹 ) (其 中 z= 
f(xo，Y%o) ) 处 的 切 平面 方程 为 
fs (KosYo) (% — Xo0) +fy (Kosy0) (yy -yo) —- (2-z0) =0. 
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(10) f(x)=1 

分 析 ” 先 算出 了 (x) 在 [0, 2] 上 的 表达 式 , 然后 利用 f(x) 是 周期 的 奇 函 数 算出 f(7). 

精 解 ”由 于 f(x) 是 奇 函 数 ， 所 以 f(0) =0. 于 是 

f(x) = 1(0) + | 20 = = {ze [0,21). 

由 于 f(x) 是 周期 为 4 的 周期 函数 ， 所 以 

f(7) =f(-1) =-f/(1) =1 

附注 ”顺便 写 出 f(x) 在 [0,4]( 即 一 个 周期 ) 上 的 表达 式 . 

由 xe[0,2] 时 , f(x) =x -2x 知 , xe[ -2,0) 时 , f(x) = -[(-x) -2(-x)]= 
x? 一 2x. 从 而 当 xe[2,4] 时 , f(x) =f(x-4) = -(x-4) -2(x-4) = -x +6x -8. 因此 
和 = Qi, 3 & [O02], 

三 =8, je (Aj: 








VO = 


(11) y=xe”!! 
分 析 ”改写 成 齐 次 方程 后 求解 . 
精 解 ” 所 给 微分 方程 可 以 改写 成 


y = 二 in 二，【〈 齐 次 方程 ) 


令 y=ux， 则 上 列 微分 方程 成 为 





du _ dx 
ulnu-1) x 
由 此 得 到 Inv -1=Cx. 将 y(1) =e@， 即 久 |,_, =e 代入 得 C=2， 所 以 y=wxe**!. 


附注 ” 齐 次 方程 是 一 阶 微分 方程 中 较 常 见 的 类 型 . 通常 作 变 量 代 换 y = wx， 可 将 它 转换 
成 可 分 离 变量 的 微分 方程 ， 然 后 求 得 其 通 解 . 

(12) 7 

分 析 ” 先 写 出 工 的 参数 方程 ,然后 将 所 给 的 曲线 积分 转换 成 定 积分 并 计算 之 . 


% 二 COS 了 ， 


精 解 由 于 世 在 xOy 平面 上 的 投影 的 参数 方程 为 ee 所 以 工 的 参数 方程 为 
y=sint, 





X=costi, 
y=sint, 起 点 与 终点 的 参数 分 别 为 1=0， 2T. 于 是 
z= —sint, 


| zdx + ydz = | (sin’ t ~ sin tcos t)dt = 7. 
L 0 




















附注 ”本题 也 可 用 斯 托 克 斯 公式 将 曲线 积分 转换 成 曲面 积分 计算 ,具体 如 下 : 
记 3 为 平面 y+z=0 上 的 由 二 围 成 的 一 块 ， 其 方向 与 二 的 方向 符合 右手 法 则 ， 则 
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1 
2 2 
| zdx + ydz = | 9 8 Dl 
XU) ox dy dz 
2 
2 
| 『 -= 
愉 x2+y2<1 0x 0 下 x2+y2<1 





(13) ael -2,2] 


分 析 ”用 配 平方 的 方法 将 f(x, ，x,，x;) 转换 成 标准 形 ， 即 可 确定 a 的 取 值 范围 . 
精 解 ”由 于 


f(x1 ,Xs ,Xs ) = [和 + 2QX1X3 + (axs) ] 加 [xz — 4x,%3 十 (2xs)"] + (4 — a )x3 
= (x + axs)” — (x — 2x3) + (4 — a )x? 
=7 -+ (4-a)n 





Yr Wi + QX3 i 一 CI3 
(其 中 1y, = x, —2x3， 即 4x, = y+2y;， 是 可 逆 线 性 变换 )， 所 以 ， 当 f(x,，x%,，%s) 
J 二 NX3, NX3 二 ys 


的 负 惯 性 指数 为 1 时 ，a 应 满足 4 -a 0， 故 a 的 取 值 范围 为 [ -2, 21. 


附注 ”对 二 次 型 x, ，x,，%; ) 进行 可 逆 线 性 变换 ， 不 改变 其 矩阵 的 秩 ， 也 不 改变 其 正 
惯性 指数 (或 负 惯 性 指数 ) 的 值 . 





2 
(4) C= 


分 析 先 计算 E( 头 ) ， 然 后 用 统计 量 的 无 偏 性 定义 计算 <. 


y e) 2 2x 5 
情 解 及 ( 系 ) = f(x; 0)dx = | todx = 0. 
解 ECX) = | w(x; 0)dx = 2 3d 








所 以 ,由 e > 疤 是 人 的 无 偏 估计 量 得 
0 = E(c 和 于) = cr 天 (人 到 ) = 3cnp, 即 。 = 艺 
附注 ”评判 总 体 久 分 布 中 的 未 知 参 数 9 的 估计 量 9 的 常用 标准 是 : 
( 工 ) 无 偏 性 如 果 (90) =9， 则 称 6 是 9 的 无 偏 估计 量 . 


( 卫 ) 有 效 性 如 果 9, ，9, 都 是 9 的 无 偏 估计 量 ， 则 当 D(0,) <D(9,) 时 , 称 0, 是 较 凡 有 
效 的 估计 量 . 


三 、 解 答题 
(18 -过 
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分 析 ”由 于 分 子 中 出 现 积分 变 上 限 函 数 ， 所 以 先 用 洛 必 达 法 则 计算 所 给 的 未 定式 极限 . 
Eee- -1) -tld 
精 解 lim 一 
Se eml1 十 1 ) 


x 





洛 必 达 法 则 (er -1) -y 





ll I 


x 








I 
和 
1 
A 
" * ,) e-l1l-u 
lim 3 
u0+ Uu 
洛 必 达 法 则 e“ 一 1 1 
0+ 2u 2 





附注 本 题 是 一 型 未 定式 极限 ， 由 于 分 子 是 积分 上 限 函 数 ， 因 此 首先 应 该 使 用 洛 必 达 法 


则 ， 去 掉 其 中 的 积分 运算 . 类 似 的 问题 可 在 本 从 书 的 《典型 题 660》 第 二 章 第 六 部 分 或 《高 分 
突破 》01 中 找到 . 


(16) ， 极 小 值 FL) = -2， 无 极 大 值 
分 析 “ 先 利用 隐 雷 数 求 导 方法 计算 糙 ， 然 后 计算 /(4) 的 极 值 ， 
精 解 “ 所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 














2 dy dy 2dy _ 
3y ey + 二 +% dr = 0 
dy yy +2xy . 和 
即 二 = -- 0) 0 以 了 零 ). 
| vt ) 关 0， 所 以 分 母 不 为 零 ) 
由 忆 =0 得 史 +2xy=0， 即 y= -2x(y=0， 侈 去 ). 
将 y= -2x 代入 所 给 方程 得 x=1,，y= -2， 由 于 
dy 条] 2 WN | dy dy ] 
dy Ce 二 2% 下 (3y +2xy + 和 ) — (YY +2xy) 0y Tr +27 2% de a” 
dx bie (37 +2xy + x )” mr 
-全 >0， 


所 以 y= 拟 zx) 只 有 唯一 极 小 值 凡 1) = -2， 无 极 大 值 . 

附注 ”计算 由 方程 F(x,，y) =0 确定 的 隐 图 数 y =f(x) 的 极 值 时 ， 总 是 先 利 用 隐 函 数 求 
导 方法 算出 9， 然后 再 根据 显 函 数 求 极 值 的 方法 计算 f(x) 的 极 值 . 

隐 函 数 求 极 值 问题 在 《高 分 突破 》06 中 可 以 找到 典型 的 例子 . 





(17) flu) =Te" Te" -un 
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分 析 先 计算 2 与 4 并 利用 它们 满足 的 等 式 得 到 关于 /(u) 的 微分 方程 ,然后 求解 该 
微分 方程 得 到 f(w) 的 表达 式 . 
精 解 ”由 dz =f'(u)[e'cos ydx + (一 e'siny)dy]( 其 中 =e'cos yy) 
得 =f"(u) ecosy, - =f'(u)(- esiny). 
所 以 ， F=f "(Weveos y +f'(u) ercos y, 
村 =/f"(u)e sin y-f'(u)e'cosy. 
了 
从 而 由 所 给 等 式 得 
f'(u)e™ =4[f(u) +ule™, 
即 f'(u) -4f(u) = 4u. (1) 
由 于 f/f"(u) -4f(u) =0 有 通 解 =Cle* +Ce“， 以 及 f"(u) -4f(u) =4u 有 特 解 1* = -zu， 
所 以 式 (1) 的 通 解 为 

















flu) =F+f* = Ce +Ce 一 1 (2) 
且 f'(u) =26e2 -2Cem -1. (3) 
将 0) = 刻 (0) =0 代入 式 (2) 、 式 (3) 得 Cl = 地 ,Cs = - 邯 将 它们 代入 式 (2) 得 
1 » _ 1 
flu) 一 4° 党 4° —U. 


附注 ”本题 是 二 阶 偏 导数 计算 与 求解 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 综合 题 。， 应 熟练 掌握 
一 、 二 阶 偏 导 数 的 计算 和 二 阶 常 系数 线性 微 方程 的 解法 ,《 高 分 突破 》19 中 有 与 本 题 非常 相 
似 的 例题 : 


例 19.11 设 函 数 /(w) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 目 in 下 =2， 又 z=/( eicos x) 满 足 2 和 + 











本 


(18) -45 
分 析 在 曲面 上 添加 一 块 平面 = (x,y,z) |x + 六 志 1,z=1|,( 下 侧 ) 然 后 利用 高 
斯 公式 计算 曲面 积分 了 
精 解 ”由 于 
1=- yd + (y -1) ddr + (z -1)drdy 
Y+3I( 内 侧 闭 曲面 ) 


le —1)idydz + (y -1)3dzdx + (z ~ 1)dxdy 


py 


ee | (x -1) dydz + (y—1)’dzdx + (z — 1)dxdy 
B+31( 外 侧 闭 曲面 ) 


高 斯 公式 -2 ; 9(y 一 1)° 2 D a, 

















0y 
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(其 中 人 Q 是 由 +3 围 成 的 空 s 间 ， 即 2 = { (x,y,2) | x 十 入 <z<1|) 
= -由 [ac +y) -6(x +y) +7]dv 


-由 sc +y) +7]d 

(由 于 2 关于 平面 > = 0 对 称 , 在 对 称 点 处 * 的 值 互 为 相反 数 , 所 以 由 cd, = 0, 同 理 用 yds = 0) 
-人 Je + 刀 ) +7]do 

(其 中 及 = | (x,y) | 妇 + 太 大 直立 坐标 为 z(0 < z < 1) 的 平面 位 于 2 内 的 部 分 ) 


1 
-af “ao | G37 +47)rdr = -4 
0 0 0 


附注 关于 坐标 的 曲面 积分 P(x, y, z) dydz + Q(x, yz)dzdx + R(x,y, z)dxdy( 其 中 








P, 0, R 都 具有 连续 偏 导 数 ), 常用 高 斯 公式 计算 . 
当 三 是 闭 曲 面 (外 侧 ) 时 , 应 用 高 斯 公式 得 


je y, z)dydz + Q(x, y, 2)dzdx + R(x, y, z)dxdy 























i 30 + ja (Q 是 由 5 围 成 的 立体 ). 





0y 
当 3 不 是 闭 曲 面 时 , 适当 添加 一 块 曲面 马 , 使 得 + 是 闭 曲 面 (不 妨 设 其 为 外 侧 ， 当 
了 3+ 为 内 侧 时 , 则 | Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = — | Pdydz + Qdzdx + Rdxdy), 然 
+31( 内 侧 ) B+31( 外 侧 ) 
后 应 用 高 斯 公式 得 











eC,y,a) dydz + Q(x,y,z) dedx + R(x,y,z) drdy 


= | Paydz + Qdzdx + Rdxdy - | po 


+ 








ll 2 一 ja 了 Qdzdx 3 Rdxdy (其 中 《2 是 由 > sl 2 围 成 的 立体 ). 











利用 高 斯 公式 计算 非 闭 曲面 上 的 关于 坐标 的 曲面 积分 方法 可 在 《高 分 突破 》15 中 找到 ， 
在 其 中 还 有 与 本 题 相 似 的 例题 . 

(19) 

分 析 ( 工 ) 利用 cos a, -a,=cos5b, 推出 a, <b,(n=1, 2, …). 由 此 即 可 证 明 lima， =0. 








(I) 由 于 > 是 正 项 级 数 ， 所 以 用 比较 法 判定 它 是 收敛 的 . 


精 解 ( 工 ) 由 cos a, -a,=cos 6b, 得 cos a, -cos b,=a,， 即 
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0 -aaw+D 
1 n n 
2sin sin =a 


2 2 n 


由 此 得 到 5, -a, >0， 即 0<o <5b,(n=1, 2,…). 于 是 由 > 5, 收敛 推 得 的 lim5b，= 0 得 到 


n>% 

















lima, = 0. 
a, cosa,—cosb, (1l-cosb,)-(l1-cosa,) 
( 工 ) 由 于 一 = = 
b, b, b, 
oy 7 pe 六 
b, b, 
1 a, 1 1 时 
“Fb + F dn < b, + a, <b, (n=1, 2 ) 


所 以 ， 由 4 收 伍 , 知 正 项 级 数 > 和 收 全 


附注 ”题解 中 充分 利用 题 设 条件 ，cos a, -a, = cos b, (n=1，2,，…)， 这 一 点 值得 注意 . 
(20) 
分 析 (〈( 工 ) 对 和 矩阵 4 施行 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ， 求 出 方程 组 AX =0 的 一 个 基础 








( 了 ) 用 解 矩 阵 方程 的 方法 算出 满足 4B =E 的 所 有 和 矩阵 B. 
精 解 〈 工 ) 由 于 


4 = 


0 1 =2 1 0 0 L 
0 1 -= Lr 1.0 =26 
0 0 1 一 0 0 1 =3 


所 以 方程 组 AX =0 的 一 个 基础 解 系 为 ( -1, 2, 3, 1).. 
(I) 记 B=(pB,, B,, B;)( 其 中 pB,, B,, PB; 都 是 4 维 列 向 量 ), 则 4B=E 
1 0 0 
即 为 三 个 方程 组 48, = 10 |, 4B, =|1 |, 4B; = 





二 i I 天 
> 
1 
> 





jk 


由 于 (4 :五 ) =|0 | 1.0 


jas 
MD 
> 
1 
[9% 
Lo | 
Les] 


1 0 0 

初等 行 变 

(以 下 同 ) 
1 0 1 
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所 以 48, =0 的 基础 解 系 为 ( -1, 2, 3，1) ，4p8, =|0 


0 


有 特 解 (2，-1，-1,，0) ， 从 而 

















4p， = 





1 
oa 
0 


Bi = C6-1,2,3,1) +(2,-1, -1;0)7 = (- C+2,2C, -1,3C -1,C,). 
同样 可 得 B, = (-C, +6,2C, -3,3C, -4,C,)', 
B; =(-C -1,2C; +1,3C, +1,C,).. 
因此 满足 4B =E 的 所 有 和 矩阵 B 为 
-C+2 -C,+6 -0 -1 
2C, -1 2C,-3 2C;+1 





B= ,,B,) = 
ap 3C1 -1 3C,-4 3C,+1 
C, C， C， 
其 中 C, ，C,，C; 都 是 任意 常数 . 
附注 ”本题 ( 工 ) 是 矩阵 方程 的 求解 . 
和 矩阵 方程 AX=B (#) 


的 解法 如 下 : 

当 A 和 可逆 时 , 人 =47'B. 

当 4 不 可 逆 时 ， 对 式 (* ) 的 增 广 矩阵 (4 : B) 施 行 初等 行 变换 ,成 为 (C : D) (其 中 C 
是 阶梯 形 和 矩阵 ， 且 每 个 非 零 行 的 最 靠 左边 的 非 零 元 素 都 为 1). 由 此 可 以 算出 Ax =0 的 一 个 
基础 解 系 志 ,区 ，…, 志 ， 记 7y=Ce t+tCE +…+CE(C，C，…，C 是 任意 常数 ) ， 也 
可 以 算 各 个 方程 组 Ax =B,，Ax =B,，…，Ax =B,( 其 中 BB,, B,，…, PB, 是 B 的 所 有 列 向 
量 ) 的 特 解 y，y,，…，7yY,， 则 

时 = (7Y+7 7+7 7Y+7) (C1, C,,…, Ci 都 是 任意 常数 ). 

在 《典型 题 660》 第 六 章 第 三 部 分 和 《高 分 突破 》21 中 可 以 找到 多 个 与 本 题 十 分 相似 的 求 

解 矩 阵 方程 的 例题 . 











(21) 
、 1] 1 .1 0 . 0 2 
分 析 只 要 证 明 答 隆 4=| ， ， ，| 和 和 短 阵 B=| ， ， “都 可 相似 对 角 


化 ， 且 它们 具有 相同 的 对 角形 矩阵 即 可 . 
精 解 ” 记 EE 是 nn 阶 单位 矩阵 ， 则 由 
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IE-41= | = A" 


_1 _1 | 
知 ，A 有 特征 值 和 A =n, 0 (n--1 重 ). 
4 是 实 对 称 和 矩阵 ， 必 可 相似 对 角 化 ， 且 





n 
A 0 
0 
0 ... 0 _] 
0 A … 0 一 2 
由 IAE-B|=: : : =(A-n)A”! 

0 0 … A -(n-l1) 

0 0 … 0 A-n 


知 ，B 有 特征 值 和 A =n,，0(n -1 重 ). 
设 B 的 对 应 和 =n 的 特征 向 量 为 @= (a,，a,，…，a,) ， 则 











n 0 … 0 一 1 | 

0 n … 0 一 2 0Q2 

: |: : : : |= 0， 
0 0 :… mn -(n-1)la,, 

0 0 … 0 0 本 

故 可 取 @= = (1, 2, …, nn).. 
设 B 的 对 应 A =0 的 特征 向 量 为 B= (56,，b,，…，5,)"， 则 

0 0 … 0 =1 人 

0 0 … 0 -2 b, 

: : : : |= 0， 
0 0 :0 -(n-1)|o,, 

0 0 … 0 _n 0 





显然 b, =0， b1, 0 ， ”9 0 可 以 任 取 ， 故 取 A 为 
Wa (1,0,0,.…,0,0) ? 
Ms 三 (0,1,0,.…,0,0) 9 














7, = (0,0,0,.…,1,0)", 
于 是 ，B 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 w9，1;,，…，7,， 所 以 B 可 相似 对 角 化 ， 且 


n 





B~ 


0 
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因此 4 与 BB 相似. 

附注 ”应 当 注 意 . 当 两 个 n 阶 和 矩阵 4 与 B 有 相同 的 特征 值 时 ， 它 们 未 必 相 似 ; 但 是 当 
4 与 如 有 相同 的 特征 值 ， 且 都 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 ， 它 们 必 相 似 . 

本 题 实际 上 是 n 阶 和 矩阵 相似 对 角 化 问题 .n 阶 和 矩阵 可 相似 对 角 化 的 充分 条 件 及 其 计算 方 
法 在 《典型 题 660》 第 六 章 第 七 部 分 中 有 详细 叙述 和 多 个 典型 例题 . 

(22 ) 

分 析 (〈 工 ) 先 写 出 在 (0，a) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 的 分 布 函数 ， 然 后 按 分 布 函 
数 的 定义 计算 工 的 分 布 函数 F(y). 

( 开 ) 利用 ( 工 ) 算 出 了 的 概率 密度 广 (y) ， 然 后 按 数 学 期 望 计算 公式 计算 EY. 


0， wu<0, 





精 解 (I) 设 避 -00，a)， 则 忆 的 分 布 函数 F(u) = 1 二 ，0<vw<o， 


1， 三 w. 


所 以 , Fy(y) =P(Y<y) =P(X=1)P(Y<y|X=1) +P(X=2)P(Y<y |X=2) 


=3[P(Y<y |X=1) +P(Y<y|X=2)] 


0 y<0, 了 0， 
1 1 
= 一 一 4 一 2 
7 7 0 <y<1 + 737 0<y< 
三 
Re 1 y 宇 2 
0， y<0, 
3 
1 
4 0<y< 





1 y 三 2. 
3 
4 0<y<1, 
( 卫 ) 由 结论 ( 工 ) 可 知 ， Wa aa 
0， 其 他 ， 


所 以 本 = yf = 由 + 十 风 = 于 

附注 ”顺便 计算 DY 

由 于 ECY) = P09)dy = 了 7dy + 二 fay = 说 ,所 以 
748 
在 (高 分 突破 )24 中 可 以 找到 与 本 题 ( T ) 类 似 的 例题 ， 


DY = E(¥) - (EY)’ 
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(23) 
分 析 (〈 工 ) 先 算出 的 概率 密度 f(x; 9) ， 然 后 按 公 式 计算 EX 与 F(X ). 
( 开 ) 按 最 大 似 然 估计 法 计算 0.. 
( 亚 ) 利用 大 数 定律 证 明 存 在 实数 a 
二 x 三 0 
精 解 ( 工 ) 由 于 f(x;0) = ,90 : ， 所 以 
0 ， x < 0， 


| fx;0) a = | > wi ey | wde™ 








0 
a [xe™ = | ear] = 于 ed 
-Vm Vm 


2 | +% tem 2 
| e “dm | 
0 0 


0 


( 工 ) 设 样 本 外 |， X,， 的 观察 值 为 x ， Ny, Ns 则 似 然 函 数 为 








n 
2 

> 

=1 


L(0) 一 i 


InL(0) = ln[27(xix xz)] -ng- 万 六 对， 于 是 由 中 名 =0， 即 i = 
本 | i=1 


因此 9 的 最 大 似 然 估计 量 负 = 二 了 

( 亚 ) 设 庆生 ，…，X,，… 是 来 自 总 体 的 简单 随机 样本 (其 容量 为 w ) ， 则 随机 变量 序 
列 半 ， 到， 于 ， … 独 立 同 分 布 ， 且 E(X?) =E(X) =0(i=1, 2, …). 于 是 由 辛 钦 大 数 
定理 知 

Wapl > -0| < s)= 1 ， 
因此 存在 实数 a =9， 对 任何 e >0， 都 有 
limP( |0, -a| >6)=0. 
附注 〈 工 ) 最 大 似 然 估计 法 是 计算 总 体 分 布 未 知 参 数 的 点 估计 量 重要 的 方法 之 一 ， 应 


熟练 掌握 在 (典型 题 660) 第 八 章 第 三 部 分 及 (高 分 突破 )29 中 都 可 以 找到 与 本 题 ( 卫 ) 类 似 
的 例题 
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(I) 对 于 题 中 的 ( 亚 ) ， 也 可 由 切 比 雪夫 不 等 式 直 接 证 明 . 
取 a=9， 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


RE 
2 y 
oe a 


由 于 Wl TD(X) = TIE(X') -LE(X) | 


| 











Lo 





2 2 
国信 了 0 I 0 
二 证 下 全 和 二 下 二 
Vn n 7 .0 n 
2 
1 2 Le dy 3 2 pA 
= XC 一 4x e 5dx | -一 
1 0 0 n 


201™ ,2 2, ¢f 


而 
= x 二 Xe 5dx 一 一 





LA 0 n 
+% 2 六 
Sp 人 
刀 -0 n 
2 +% +% Re 光 
= 0 = | < 
Nn 0 0 n 
3) WW EC 
本 ii 办 元” 








limP( 10 -al ES0， 


7 一 oo 
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一 、 选 择 题 
(1) D 


分 析 对 k=2，3 计算 Jim 二 eanz, 确 定 正确 选项 . 
% 党 


精 解 ” 由 题 中 的 选项 知 大 =2 或 3， 并 且 由 














1 = 
.xX 一 arctan x 洛 必 达 法 则 ，. 1 +x? 
lim ; 二 1 
x—0 x si 27 


= 0 
“02(1 二 好) 








1 
贡生 
由 于 jim < — uh Xx _ 洛 必 达 法 则 lim 和 
YX 一 0 区 x—0 3x” 
二 RE 二 1 9 
03(1 +x’) 3 
所 以 ,k=3， c= 于 
因此 本 题 选 (D). 


附注 “由 四 个 选项 可 知 丰 =2 或 3， 然 后 用 洛 必 达 法 则 计算 对 应 的 型 未 定式 极限 ， 是 
本 题 获 解 的 关键 . 
(2) A 
分 析 算出 所 给 曲面 在 点 (0，1，-1) 处 的 法 向 量 ， 即 得 该 点 处 的 切 平面 方程 . 
精 解 记 F(x, y, z) =x +cos(xy) +yz+x， 则 
dF =2xdx — sin(xy) (ydx + xdy) +zdy + ydz + dx 
=[2x -ysin(xy) + 1]dx + [z— xsin(xy) |dy + ydz, 


所 以 有 (0,1, -1) = [2x — ysin(xy) +1] | =1, 
F'(0,1, -1) 三 [这 — xsin( xy) | [od ny = 一 1， 
F'(0,1, -1) So) 一 上， 


它们 即 为 曲面 RCx，y，z) =0 在 点 (0, 1，-=-1) 处 的 法 向 量 的 三 个 分 量 ， 所 以 在 该 点 处 的 切 
平面 方程 为 
1.:(x-0)+(-1)(y-1)+1.(z+1) =0, 即 zx-y+z=-2. 
因此 本 题 选 (A). 


附注 ”由 于 需要 计算 忆 ， 玉 ， 有 天， 所 以 从 计算 dF 入 手 比 较 快 捷 . 
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(3) C 
分 析 b,sin nmx 是 函数 的 xz)(0 矢 x 和 1) 作 奇 延 拓 后 的 傅 里 叶 级 数 ， 于 是 利用 狄 利克 
雷 收 化 定 理 计算 s( - 





精 解 “正弦 级 数 》 5 sin nmx 可 以 理解 为 函数 f(x) = 








* -于 |(0 < ss 1) 的 奇 延 拓 





f(x), 0<x1, 
F(x) | x = 0， 的 健 里 叶 级 数 ,所 以 S(x) = > bsin nmx 是 以 2 为 周期 的 
= 2 . 


周期 函数 ,从 而 由 犹 利 殉 雷 收敛 定理 得 


-四 =(- 旦 :)= 5- 汪 =- 二 是 Re 的 








因此 本 题 选 (C). 

附注 ”应 记 住 犹 利克 雷 收敛 定理 : 

设 A(x) 在 [ -1, li] 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 和 有 限 个 极 值 点 ， 则 f(x) 的 伟 里 叶 级 数 
的 和 函数 S(x) 是 以 21 为 周期 的 周期 函数 ， 其 中 在 一 个 周期 [ -1，1] 上 有 


[f(x ) FRE )|, Ee(= VU)), 





SI = | 
| 二 太太 ) 州 和 三 三 7 


(4) D 

分 析 利用 格林 公 ns 2，3，4) 转换 成 二 重 积 分 ， 然 后 比较 这 四 个 二 重 积 4 
的 大 小 ， 即 可 得 到 max|7, ,|. 

精 解 | 2 ， 4， 记 由 元 围 成 的 平面 闭 区 域 为 D,， 其 第 一 象限 部 分 为 D; ， 则 
由 格林 公式 


L a (2 -SS )ay -J 一 -$)o 
-4 人 0 -> -)ae 


(由 于 D, 既 关 于 x 轴 对 称 , 也 关于 y 轴 对 称 , 并 且 1 -x - 施 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 ) 








类 学 1 三 演 = 人 六 内 部 为 下 ， 且 DrCpi， 所 以 J -¥)e 


jl a - 切 jdc, 即 nn<L. 


由 于 1 一 居 一 鼻 仅 在 D; 内 部 为 正 ,， 且 Di cD;， 所 以 J(1-# -二 ja 
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jt = -jao, 即 1 >L. 
下 面 比较 /与 4 的 大 小 . 由 Di 与 D; 的 图 形 ( 图 B-13-1) 
jl -i > jl = -jo 
> J 
jt a -jao, 即 有 > L. 


由 以 上 计算 知 max{|1, Lb,, Lb, Lh|=L. 
因此 本 题 选 (D). 


附注 注意 函数 1 -必修 仅 在 Dp' 内 取 正 值 ， 是 本 题 不 必 通 过 计算 二 重 积分 的 值 即 可 
确定 L 较 1 ，L， 大 的 关键 ， 学 习 和 掌握 这 种 比较 二 重 积分 的 方法 . 


(5) B 
分 析 利用 两 个 向 量 组 等 价 的 定义 确定 正确 的 选项 . 
精 解 记 4=(@，@，…，Q@%)( 其 中 %，…, 是 4 的 列 向 量 组 ), C= (Yi， 
Y,， ”9 7,) (其 中 yi， Y,， 四 y, 是 C 的 列 向 量 组 ) ， 如 =[ 0] 则 由 4B =C 得 
by by 0 
b b Re b,, 
(al ,as ,0,) 。 = (FN) 
bl bj 。 0 
即 Vi = +pD202 + + hte,, 


Y= bu0 + br + + boQ,, 


Ys 三 ba 后 b,,0, eh DG 


由 此 可 知 ，C 的 列 向 量 组 可 由 4 的 列 向 量 组 线性 表示 . 
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由 B 可 道 得 ， CB =4， 因 此 同样 可 知 4 的 列 向 量 组 可 由 C 的 列 向 量 组 线性 表示 . 由 
此 得 到 ， 和 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 4 的 列 向 量 组 等 价 . 














因此 本 题 选 (B ). 
附注 ”两 个 向 量 组 1 与 卫 等 价 的 定义 是 : 如 果 I 与 卫 可 相互 线性 表示 ， 则 称 I 与 I 等 价 . 
(6) B 
分 析 ”利用 两 个 实 对 称 矩 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 即 可 得 到 
正确 选项 . 
精 解 
1 au 1 2 0 0 
记 A =|a ;oo 0 0 |, EE 为 三 阶 单位 矩阵 ， 则 4A，B 都 是 三 阶 实 对 称 矩 阵 ， 
1 a 1 0 0 0 
且 4 的 特征 多 项 式 
和 A= =g 二 A=1 =& =1 入 = = 在 二 1 
IAE-A|= -a A-b -a | = -a A-b -al= | -2 A-b -a 
=1 So .N=1 -A 0 A 0 0 A 




















=A[A” (2 +b)A + (2b -20)], 

而 B 的 特征 多 项 式 为 A(A -2)(A-5)=A[A*-(2+b)A+26]. 
显然 ALA2 - (2+0)A+(20-2o)]=A[AM2-(2+0)A+20] 的 充分 必要 条 件 是 22 - 
2a =20， 即 a =0, /为 任意 常数 . 

从 而 A ~B 的 充分 必要 条 件 是 a =0, 5 为 任意 常数 . 

因此 本 题 选 (B ). 

附注 以 下 结论 值得 注意 . 

设 A4、B 都 是 n 阶 和 矩阵， 则 它们 相似 的 必要 而 非 充 分 条 件 是 4，B 具有 相同 的 特征 多 项 式 ，; 

设 A4、B 都 是 阶 实 对 称 矩 阵 ， 则 它们 相似 的 充分 必要 条 件 是 4，B 具有 相同 的 特征 多 项 式 . 


(7) A 
分 析 将 X,, XX, 标准 化 即 可 得 到 P, ，P,;，P, 的 大 小 关系 . 
精 解 ” 记 标准 正 态 分 布 函数 为 BP(x) ， 则 

P =P(-2 三 和 和 2) = G(2) -G(-2) =208(2) -1， 














P, =P(-2 <% <2) = P32 <E<2)= 00 -9(-0) 


-2G(1) -1 <28(2)-1=P,, 








| 


=$(-1) -g(- 荆 ) 


<G(-1) < B(1)-B(-1) (由 图 B-13-2 可 得 ) 
=P,. 
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由 此 得 到 P >P, >P;. 
因此 本 题 选 (A). 


附注 计算 服从 正 态 分 布 VN(n，o” ) 的 随机 变量 的 概率 等 问题 时 ， 总 是 将 标准 化 : 
=, 则 X? ~N(0, 1). 





(8) C 人 一 GD 


分 析 利用 Y= 了 XY 即 可 得 到 P(Y>c) 的 值 . 
精 解 ”由 对 ~i(n) 知 当 ae(0，0.5) 时 满 
足 P(X>c) =a 的 c>0. 


中 人 -到 (1 











由 于 了 = 对 ， 所 以 
Pl(Y >c) =P(X >c) = P(X>c¢c) +P(X <-0) 
= 2P(X 3 8) = 220 CD 
因此 本 题 选 (C). 图 B-13-2 


附注 Y=X 的 证 明 . 
由 于 了 Y~F(1, n)， 所 以 存在 相互 独立 的 随机 变量 £ 与 nm, 其 中 é&~N(0, 1), ne 


和 攻 外- 它 即 为 所 以 Y= 

















n/n VN/n n/n 
二 、 填空 题 
(9) 1 
分 析 “利用 隐 函 数 求 导 方法 算出 /(0) ， 由 此 即 可 由 limn[/( 二)- 1] = (0) 得 到 要 求 
的 极限 值 . 


精 解 ”由 所 给 方程 得 (0) =1， 即 x =0 时 ，y=1. 所 给 方程 两 边 对 % 求 导 得 
y -1=e ?[(l-y) -xy']. 
将 x=0, y=1 代入 上 式 得 
f'(0) =y(0)=1. 
f (+)-x0) 

所 以 in (1 和 一 (0) =1 

附注 ”由 于 由 导数 定义 知 ， 所 给 极限 为 1'(0)， 所 以 在 隐 函 数 求 导 时 ， 不 必 算 出 f'(x) 
的 表达 式 ， 只 需 算 出 和 (0) 即 可 . 这 样 可 使 计算 快捷 些 . 

(10) y=Cie™ +C,e” 一 Xe 

分 析 只 要 确定 对 应 的 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 即 可 . 

精 解 ” 由 于 y,，y,，y 是 所 给 的 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解 ， 所 以 六 -为 = 
e*，y, -y3 =e” 是 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 从 而 它 的 通 解 为 Y = 
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Cie* + Ce”". 因此 所 给 的 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
y =Y+y, = Ce + Cer -we 
附注 ”顺便 算出 题 中 的 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 . 
显然 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 有 根 1，3， 所 以 特征 方程 为 A -4A +3 =0. 
从 而 二 阶 党 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 为 
了 三 和 Ty SN 
将 它 的 特 解 - xe“ 代 人 式 (1) 得 所 xz) =xe™. 
所 以 ， 所 求 的 二 阶 常 系 数 非 齐 次 线性 微分 方程 为 
y” -4y’ +3y = we”. 








(1) 波 
分 析 先 用 参数 方程 求 导 方法 算出 9 过 然后 将 += 他 代入 即 可 ， 








精 解 由 于 息 = CD- =1, 所 以 

















( mi 
J 
dy _ di\dx/ _ t" _ 1 
人 dx (sint)’ cost 
di 
= -万 
_ 工 COS 了 才 |，- 工 
=4 4 
(0 





附注 由 参数 方程 | ,表示 的 本数 y=y(*) 的 二 阶 导 数 应 按 公 式 


ee 
B 或 
dt 





J 
(12) In2 
分 析 ”由 于 所 给 的 无 穷 区 间 上 的 反常 积分 收敛 ， 所 以 可 按 分 部 积分 法 计算 . 


精 解 ) he dx =- modj 

















lInx |:” 1 人 1 
一 Ss Pe 二 d 
1] +xli | | | X(1 +x) 
= In- = ln 2. 
1 +x 


附注 ”以 上 计算 中 , 将 + w 代入 x 中 应 理解 为 x 一 + % 取 极 限 ,， 例如， 一 


Jim lInx _ lnx 


| | 
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(13) -1 
分 析 ”由 题 设 4; = -aj(i, j=1，2，,3) 知 4 的 伴随 和 矩阵 4”= -A". 由 此 可 算得 |4 |. 
精 解 ” 由 题 设 4; +a, =0 得 4; = -ay(i, j=1, 2, 3)， 所 以 


TQ TQ 7 Ql 
T 
A =|-ac -ad -ay»|=-A. 
TQ3 TU03 7 U33 


从 而 由 |4* | = 14 1 = |41" 得 





[1-4'|= 141, 妈 -1) 14|=14|.. 
由 此 得 到 |4 | =0 或 -1. 
若 |4|=0, 则 -44"` =44 ”= 14 已 =0,， 则 有 4=O， 与 题 设 矛 盾 ,， 故 |4 | = -1. 


附注 ”对 于 nn 阶 和 矩阵 4 的 伴随 矩阵 4”， 应 记 住 以 下 常用 的 性 质 : 
(i) 4*4=AA4*=|4|E，(E, 是 nn 阶 单位 矩阵 ); 
(i)A4"=|414” ( 当 A4 可 道 时 ); 

(rm AA 

(iv) (XA4)”=A” 4” (A 是 常数 ); 

(¥) (有 Ss(A  )'g 

(vi) (4B)”=B"A” (B 为 n 阶 矩阵 ). 


1 
(14) 1- 


分 析 利用 条 件 概率 公式 计算 P(Y<a+1 |Y>a). 
P(Y<a+l1, Y>a) 





精 解 P(Y<a+tl |Y>a) 三 











P(Y>a) 
_P(la<Y<a+1) 
P(Y>a) 
at+l 
ky on. i 
有 (由 于 y 的 概率 密度 为 /(y) = {< 7 > 
| edy 0, y 硅 0. 
_e = ” -1- 1 
e e 


附注 ”应 记 住 六 种 常用 随机 变量 的 概率 分 布 或 概率 密度 以 及 数学 期 望 与 方差 . 

三 、 解 答题 

(15) -4In2 +8 -2 

分 析 由 于 f(x) 是 积分 上 限 函 数 ， 所 以 应 使 用 分 部 积分 法 计算 所 给 的 定 积 分 (必要 时 需 
结合 使 用 换 元 积分 法 ). 

精 解 dr = [fd 


= 29(%) |, - {29 (4) dn 
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1 
= | Dy 
0 x 


=-2] ds =-4[ nl + x)d yx 


令 1 = Vx 








1 
-4| mdl + 1 ) dt 
0 


! 227 


=-4|in(1 +e) |, - 人 








= 一 4ln2 +8| (1 -1 :ju 
0 +t 


=—4ln2 +8 — 8arctant |, 
=—-4ln2+8—27. 
附注 ” 当 定 积分 的 被 积 函 数 中 有 积分 上 限 函 数 的 因子 时 ， 总 是 先 用 分 部 积分 法 ， 去 掉 被 
积 函 数 中 的 积分 运算 . 


(16) s(x)=e “+2e (xe(—-~, +%)) 





分 析 ( 工 ) 先 确定 寡 级 数 > or 的 收敛 域 , 然后 在 收敛 域内 对 S(x) 求 二 阶 导 数 , 证 明 

S"(x) ~ S(x) =0. 
( 工 ) 确定 $(0) ，S$ (0) ， 然 后 求解 ( ) 中 得 到 的 微分 方程 ， 即 得 S(%) 的 表达 式 . 
精 解 ([ ) 由 题 设 得 到 











to = 3,0, = es @;, 二 - 
9 2 2 2 (2n)! 
i 
a mh op 
和 n SS 3 2n < 1 27+1 
所 以 ，> a 二 Bn + 2 rr ns 
= 3 2n ee 1 27+1 音 完 ' 光 会 ， n 人 会 、 
由 于 这 (Can) 3 (2n FI) 对 任意 实数 x 都 收 钱 , 所 以 Os 的 收敛 域 为 
(-o,+o), 即 
S(x) = Dux (xe(-w,+%)) (1) 
n=0 
对 xs(-o，+o) 有 
S'(x) = > ma xn ， (2) 
条 三 业 
S"(x) = Dnln 一 1)a,x”™ 三 六 (n+2)(n+1)a,,x", 
n= n=0 


于 是 , S"(x) -SCx) = > (n+2)(n+1)a,sx" 一 > ax 
n=0 n=0 


= Ss [ (n+2)(n+ 1)a,,, - a, Jjx” 
n=0 
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= 0( 利 用 CC，-mz -la =0 三 2), 即 ww - (n+2) (n+1)a,, 
n 三 0) ). 
( 工 ) 由 ( 工 ) 得 到 ，S(x) 满 足 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
S"(xz) -SGz) = 0， 





它 的 通 解 为 S(x) = Cle + C,e’, (3) 
且 S'(x) =- Ce” + C,e. (A4) 
由 式 (1) 、 式 (2) 得 S(0) =a =3，S' (0) =a =1. 将 它们 代入 式 (3)、 式 (4) 得 
f = CI+C， 
1 =-C+C,, 


Ho We 
将 它们 代入 式 (3) 得 S(x) =e +2er(xe(-o，+oo)). 
附注 S(x) 也 可 以 按 以 下 方法 快捷 计算 . 


oo 


< 3 27 1 27+1 
0 





3 > > 


2 s=0 nl n=0 nl 
1 
n=0 nl n=0 nl 


=2e* +e” (xe(-%,+%)). 





(17) 

分 析 先 算 函 数 f(x,，y) 的 所 有 驻 点 ， 然 后 判断 它们 是 否 为 极 值 点 ， 由 此 即 可 得 到 
f(x，y) 的 极 值 . 

精 解 f(x，y) 的 定义 域 为 x0y 平面 ,在 其 上 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 且 


2 要 
大 = (= +y 十 f/f, = (1 + Y 十 pap 





3 3 
和 和 
2 -0 
5 0， 和 六 填写 有。 
人 妈 ， 。 得 驻 点 | -1，- 纪 和 和 (1，- 委 } 
A =0 NX 3 3 
》 l+y+3=0 


3 可 
由 A (2 +2x’ 4 和 = 1 +17+ 1 = (* +1+y + 本 je 
Sg 
> x x 2 %3 2 
= [2 +2 47+ 和 [2+7+ 村 )- 人 > +1+7+S le 


得 A| -1， -3)= 20 <0， 以 及 
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所 以 , Ax,) 仅 有 极 小 值 /(1，- 委 ]= -。-!， 无 极 大 值 (注意 ; 点 | -1，- 子 ] 不 是 


f(x，Y) 的 极 值 点 ). 

附注 ”应 熟练 掌握 二 元 函数 的 极 值 计算 方法 . 

(18) 

分 析 ( 工 ) 由 于 f(0) =0, f(1) =1， 所 以 可 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 本 小 题 . 

(I) 由 (了 工 ) 及 f/'(x) 是 偶 函数 知 , /'(&) =f'( -&) =1， 于 是 对 辅助 函数 

F(x) =e*[f'(x) -1 在 [ -1,1] 上 应 用 罗 尔 定理 即 可 证 明 本 小 题 . 

精 解 ( 工 ) 由 于 f(x) 在 [0，1] 上 满足 拉 格 天 日 中 值 定理 条 件 ， 所 以 存在 &e (0，1)， 
使 得 f'(é)(1 -0) =f(1) -成 0) ， 即 

f'(é€) =1-/(0). (1) 

由 于 f(x) 是 奇 函 数 ， 所 以 有 (0) = -f(0)， 由 此 得 到 f(0) =0. 将 它 代 入 式 (1) 得 证 ， 
存在 Ee (0, 1), 使 得 f'(é) =1. 

( 卫 ) 由 f(x) 是 可 导 的 奇 函 数 知 f(x) (xe[ 一 1，1]) 是 偶 函数 ， 所 以 由 (I ) 知 存在 te 
(0, 1) 和 -ge(-1, 0), 使 得 1'(é)=f'(-é)=1. 

作 辅 助 函数 F(x) =e*[f'(x) -1]， 则 (x) 在 [ -< &] 上 可 导 , 且 F( -&)=F(é)( =0)， 
所 以 由 罗 尔 定理 知 ,存在 ne(-é,)C(-1, 1), 使 得 (mn) =0, 即 e*[f"(x)+ 
f(x) -1] |,-,=0. 由 此 证 得 存在 me ( -1, 1), 使 得 f"(m) +f'(n)=1. 

附注 ( 卫 ) 中 的 辅助 函数 F(x) 是 按 以 下 方法 作出 的 : 

将 欲 证 的 等 式 f"(m) +f'(m) =1 中 的 改 为 x 得 

VRB) (8) SL, Ww) = 1 1 "(%) =11=0 
解 此 以 f'(x) -1 为 未 知 函数 的 一 阶 微分 方程 得 
Pla) = = Ce = Ge”, MWe"() =1] = 

故 令 辅 助 函 数 为 P(x) =e*[f'(x) -1]. 

本 题 的 证 明 方 法 见 《 高 分 突破 》04. 

(19) (0, 0, 1.4) 

分 析 ( 工 ) 写 出 区 的 参数 方程 后 ， 即 可 得 旋转 曲面 三 的 方程 . 

(I) 记 2 的 形 心 为 (x*，y，z) ， 则 由 的 对 称 性 知 x=y=0， 而 z 可 按 以 下 公式 计算 : 


| js 
2 让 


























精 解 ( ) 工 的 方程 为 





xX=-t+l1, 
ps 关 二 四 
Oi 1 0™1 -0 

区 三世 


L 绕 z 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 曲面 3 的 方程 为 
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人 +y = -t+1)’ +t, 
2 二 了 ， 
消去 参数 上， 了 王 的 方程 成 为 +y =2z -2z+1. 

( 卫 ) 由 (DD) 知 Q=|(x, y, 2z) | x +y <2z -2z+1, 0<z<2|, 记 . 的 形 心 为 (x， y， z). 


xa 
则 += 一, 由 于 2 关于 平面 + = 0 对称 ,在 对 称 点 处 * 的 值 互 为 相反 数 ,所 以 xde = 0, 从 而 


jas 


0 
x = 0. 同样 可 得 y = 0. 下 面 计算 z: 








(1) 


其 中 有 jas = [qz fav (其 中 = {wy) [+ 六 和 27 -2z+1| 是 人 2 的 竖 坐 标 为 z e [0, 2] 
0 0 


的 截面 在 xOy 平面 的 投影 
ES | C22 -2z+1)dz = Dn, 


Na 二 ak 号 /: “7T(2z -2z +1)dz = nr. 


将 它们 代入 式 (1) 得 


因此 2 的 形 心 坐标 为 (0，0，1. 4)， 

附注 ”要 学 会 计算 不 在 x0z 平面 或 y0z 平面 上 的 直线 绕 z 轴 旋 转 一周 所 成 的 旋转 曲面 
方程 . 

本 题 是 综合 题 ， 有 关 计 算 方法 见 《高 分 突破 》13. 





2 


MX4 


解 算 出 a, 5 的 值 ， 并 解 该 方程 组 得 到 所 有 的 C. 


精 解 wc-|[ 


分 析 设 C= [ } 将 它 代入 AC - C4 =B 转化 成 四 元 线性 方程 组 ， 由 该 方程 组 有 








x 
| 则 AC -CA =B 成 为 


3 %a4 
人 I *]- EE “0 “]- 人 
1 Oxs wx) \xs wl\l 0/ AL 0 


即 —X 十 QX3  —axl+X, 十 QX4 
Xi 一 %3 一 %4 NX, 一 QX3 AL 26) 
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所 以 ，xi ，x，，%3，%s 满足 非 齐 次 线性 方程 组 


一 MX + QX3 = 0， (1) 

— ax| + X, + axs = 1, (2) 
Ni —Xx3— x4 =1, (3) 
Ns 一 Os = 5b. (4) 


由 所 给 矩阵 方程 有 解 知 ， 上 述 方程 组 有 解 ， 因 此 

式 (1) + 式 (4) 得 5 = 0， 
式 (1) + 式 (2) + 式 (3) .a 得 1 +a=0, 即 a= -1 
将 a= -1, 5=0 代入 式 (1) ~ 式 (4) 得 

















— NX, 一 %3 = 0 
XI + —x, =1 

(1) 1 a 4 
| -Xx3—-%4 =1, 
MX + Xs = 0， 

显然 它 与 方程 组 

Wm -Xx3—%4 =1, 
Wy Wa =0 


同 解 . (I) 的 导出 组 的 基础 解 系 为 (1，-1,，1, 0)7，(1,， 0, 0, 1)"， 此 外 ( 卫 ) 有 特 解 (1， 
0, 0,，0) 7 ， 所 以 (CI) 的 通 解 ， 即 ( 工 ) 的 通 解 为 
(oo =C(1, -1,1,0) +C,(1,0,0,1) +(1,0,0,0) 
=(C,+C,+1,-C,C,, C,).. 


We CitC,+l1 -Ci 
因此 ， mm c=| j-| 区 | (其 中 C,，C, 是 任意 常数 ). 








附注 本题 采用 的 将 矩阵 方程 转换 成 线性 方程 组 的 方法 ， 是 求解 矩阵 方程 的 常用 方法 . 
(21) 
分 析 (了) 将 ajxi +tasxy +as = (Xi, Xx, xa)@, bixit +bx +baxs = (x , x, x3)B 代 
和 人 f(xi，x，，%x3)， 即 可 证 明 它 的 矩阵 为 2@@" +BB. 
( 开 ) 本 小 题 只 要 证 明 : 当 @a, B 是 正 交 单位 癌 量 组 时 ， 构造 正 交 和 矩阵 CQ， 使 得 在 正 交 
变换 x=Qy(x=(%，%， 0) ，y=(O 7，)) ) 下 , /的 标准 形 为 271 +y2 即 可 . 
at aia aa fx 


精 解 ( 工 ) 由 于 (aixi 十 02MX2 + asx3)” = (Xi, X2， 23 ) C201 2 U43 || %> |， 所 以 二 





aa dd a3 /\xs 
ai CC Wids 
次 型 (oz +awx + a3x3)? 的 矩阵 为 | oo， a; ”aas |=aa5( 实 对 称 和 矩阵 ). 


2 
CI103 04203 203 
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bp bb, bb 
同样 可 知 ， 二 次 型 (xz + bx; + bx3) 的 矩阵 为 | 六 如 ”bb; |=BB'( 实 对 称 矩 
bibs bbs b? 
阵 ). 所 以 ， 二 次 型 f(x, ，x,，x ) 的 矩阵 为 4 =2aar +BB"( 实 对 称 和 矩阵 ). 
( 卫 ) 当 @, B 是 正 交 单位 向 量 组 时 ， 0 a, PB 都 正 交 的 单位 向 量 y = (ci， 
cc，c), 记 QC=(a, By)， 则 2 是 正 交 和 矩阵 . 
y = Qx( 其 中 x = ee y = (1,% ,73)" )， 
Yi 二 QIX1 十 Q2X2 十 Q3X3 ， 
即 ;y = bx + bx, +bsx3， 则 在 正 交 变换 x = Oy 下 ， 二 次 型 Kx ，x,，% ) 化 为 标准 形 2y? 十 


3 CIN J 
2 
)2， 即 fCx, , X2， x )= 


附注 (i) 当 @=(a,，a,，as) 时 ， 
Qa 为 数 ， 而 aa 是 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 且 





多 py 十. 


1， 当 ea 为 非 零 向 量 时 ， 
r(aea ) = | 人 
0， 当 a 为 零 向 量 时 . 
(ii) 要 熟练 掌握 二 次 型 化 标准 形 的 有 关 理 论 与 方法 . 
(22) 
2,， X<1, 2, %<1, 
分 析 ( 工 ) 画 出 二 1 < 和 <2,， 对 应 的 函数 y= 41x，1 <x <2, 的 图 形 ， 然 后 用 分 
1， X=2 1 ，x 三 2 ， 
布 函数 定义 计算 7 的 分 布 函 数 . 


( 开 ) 由 了 的 定义 知 |X<7) = 1X<2} ， 由 此 即 可 得 到 P(X<Y). 
精 解 (I) 由 三 /ad = 1 即 | ad = 1 得 a = 9, 所 以 f(x) = 


1 » 
we 记 子 的 分 布 函数 为 PCy) ， 则 
0， 其 他 . 


Fl(y) = P(Y = 7). (1) 


2, x<1] 
ek 1 <x<2, 则 它 的 图 形 如 图 B-13-3 所 示 . 由 图 可 得 
1，x 三 2 ， 
当 y <1 时 ，P(Y<y) = PLDO) =0; 
当 1<y<2 时 , P(Y<y) =P(|1 <x<y) UIX=2)) 

=P(1 <X<y) +P(X >2) 

= = | gwar+] dn = 方 (7 + 18); 


当 y=2 时 , P(Y<y) =P(0Q) =1. 
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了 
2 SEE 
TT 
| 

| 1 
| | 
| | 

O 1 ; > 

图 B-13-3 
将 以 上 计算 代入 式 (1) 得 
0 ， y<1, 


F(y) = 广 (7 + 18)， 1<y<2, 


本 
( 开 ) 由 于 {XY =1XE2| ， 所 以 
8 


P(X<Y) = P(X <2) = | Bd = 地 


y 三 2. 


2 
附注 在 计算 FR(y) 与 P(X<7Y) 时 应 充分 利用 y =x，1 <x <2, 的 图 形 . 
1 ，Y 三 2 


应 熟练 掌握 用 分 布 函数 定义 计算 随机 变量 函数 的 分 布 函 数 方法 . 


(23) 
分 析 用 和 矩 估计 法 与 最 大 似 然 估计 法 计算 9 的 矩 估 计量 与 最 大 似 然 估 计量 . 


精 解 ( 工 ) 由 于 EX = | (30) a | 全 edx 


0 


所 以 由 和 矩 估计 法 , 令 EX = 了 ce 即 9 = 针 得 9 的 和 矩 估 计量 为 9 = 项 
(I) 记 对 ， 乱 ，…， 针 ,的 观 察 值 为 x x ，…，%,， 则 似 然 函 数 为 


= 0， 




















L(0) = FE 1. FE 0 - Wa >0 
0， 其 他 . 
显然 I(0) 的 最 大 值 只 能 在 x,，x,，…，x, >0 上 取 到 ， 所 以 可 简化 似 然 函数 为 
2n 
L(0) 3€e Be .2 s > 0 


取 对 数 得 , In L(0) = 六 +27ln 0 一 0 > 
i=1 Yi 


(Ki1%2 xn ) 
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对 0 求 导 得 





.47 . 














et =- > 1 
于 是 由 守 - 容 名 =0 得 0 的 最 大 似 然 估计 值 为 也 
可 人 
所 以 ,9 的 最 大 似 然 估计 量 = 
名 天 
附注 


应 熟练 掌握 总 体 未 知 参 数 的 矩 估 计 法 与 最 大 似 然 估计 法 . 
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~ 选择 题 
(1) C 
分 析 分 别 确定 曲线 y= 每 + 的 坚 直 和 非 负 直 渐 近 线 的 条 数 即 可 


精 解 y 在 点 x = -1，1 处 无 定义 , 但 








全 
. NX 十 区 x 1 
limy = lm 一 一 = lim = 
xy 一 -lx 一 1 一 -1% 一 1 2 
x x 
limy = lim 一 = lim = oo 
一 >] Xe x 和 1 


所 以 , 所 给 曲线 只 有 一 条 铅 直 渐 近 线 *=1. 此 外 , 由 





X2 十 和 
a = lim 2 = lim = 
xyo XN ao (x — 1)x 








x + 
b = limy = lim 一 三 下 
XA X00 多 一 


知 ,所 给 曲线 只 有 一 条 非 铝 直 渐 近 线 y =1( 它 为 水 平 渐 近 线 ). 
因此 本 题 选 (C ). 





附注 “和 斜 渐 近 线 y = ax +5 的 计算 公式 是 a = lim 0 万 三 lim(y -ax)( 当 以 上 某 个 极限 不 
存在 时 应 考虑 x 一 + o 与 x 一 - o 时 的 极限 ) . 
(2) A 
分 析 ” 按 导数 定义 计算 y'(0). 
精 解 ”由 于 y(0) =0, 所 以 
7'(0) =lim ts I) lim (er -2) (0 -3).(e™ ~n) 
=1 (1)(-2)…[- (rn-1)] = (-1)"™ (nn-1)l. 
因此 本 题 选 ( A). 
附注 ”用 以 下 方法 也 可 计算 y'(0): 
由 于 yx) = |e -DE(e® -2)(e -3).(e" -n)]} 
0 
所 以 , y'(0)=1:(-1)( -2)…[ -(n-1)] +0:[(e” -2):…(e™ -n)]’|,_o 
号 


(3) B 
分 析 逐一 考虑 选项 的 正确 性 ， 直 到 获得 正确 选项 为 止 . 
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对 选项 (A), 设 jx, y) = |x|+ |y|, 则 它 在 点 (0, 0) 处 连续 ， 且 lim 


三 全。 则 由 2 不 存在 知 ，f(x，y) 在 点 (0, 0) 处 不 可 微 . 所 以 (A) 不 能 选 . 
% YX | (0,0) 





对 选项 (B) ,由 lim 全 六 存在 , 且 /w,y) 在 点 (0, 0) 处 连续 知 ,4 一 0,y 一 0 时 ， 
2 


f(x, y) = f(0, 0) + o(x’ +y) =/(0,0)+0.:x+0.:y+o( VX +y ), 

即 此 时 , fx,，y) 在 点 (0, 0) 处 可 微 . 

因此 本 题 选 (B ). 

附注 “二 元 函数 尖 x，7) 在 点 (xz，yo) 处 可 微 的 定义 如 下 : 

设 函 数 扩 zx，7) 在 点 (xz ，7 ) 的 某 个 邻 域内 有 定义 . 如 果 
C0 Sn FA = 0) TY = Wy) FO (ew — x0)” + (y 0 
其 中 4, B 是 常数 ,， 则 称 f(x，y) 在 点 (xo。，yo) 处 可 微 . 

(4) D 





分 析 面 出 函数 y=e”sin x 在 [0，3m] 上 的 概 图 , 就 可 由 定 积分 的 几何 意义 得 到 正确 选 
项 . 
精 解 函数 y =e”sin x 在 [0， 37] 上 的 概 图 
如 图 B-12-1 所 示 , 由 图 可 知 ， 

1 = D, 的 面积 ， 
了 = D, 的 面积 - D, 的 面积 ， 
1 = D, 的 面积 - D, 的 面积 + D; 的 面积 . 

于 是 有 了 < 站 此 外 , 由 D; 的 面积 > D, 的 面积 
知 I > 也, 所 以 有 








Ll < < 
因此 本 题 选 (D). 


附注 D, 的 面积 >D, 的 面积 可 从 图 中 看 出 , 也 可 证 明 如 下 : 


3T ES IT 
FE a t= = ks 
D; 的 面积 =| €” sinx dx 一 一 一 | = i 
2T 


T 


3 — esin tdt = D, 的 面积 . 


(5) C 
分 析 只 要 在 @，a@a,， a@;,，@ 中 找到 三 个 向 量 , 以 它们 为 列 的 矩阵 的 行列 式 为 零 
即 可 . 
精 解 ”由 于 
0 1 -1 
(aamm)|=10 -1 1|=0, 








Cl C3 C4 
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所 以 , 向 量 组 w ，a ，w, 线性 相关 . 

因此 本 题 选 (C ). 

附注 判别 nn 个 nn 维 列 向 量 组 @,  ，…， ww, 的 线性 相关 性 的 快捷 方法 是 , 构造 矩阵 
A=(@, @,,…,@,), 则 

当 |4 | =0 时, aw ，@,，…, @, 线性 相关 ; 

当 | 和 | 关 0 时 , aw ，Q,，…, @, 线性 无 关 . 


(6) B 
1 0 0 

分 析 利用 O=Pl1 1 0 | 即 可 算出 0-'4Q. 
0 0 1 








1 0 0 1 0 0 
精 解 由 于 CO=(o+w, mo, mm)=(a mo)|1 1 0|=Pll 1 0|， 
0 0 1 0 0 1 

















1 0 0 1 0 0 
所 以 , 0-7'40 =|1 1 | | 1 | 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0)/1 0 0(/1 0 0 
oe ol 
0 0 1/\0 0 2ANo 0 1 
1 0 0)/1 0 0) /1 0 0 
ol oe 
0 0 2/0 0 1) \0 02 
因此 本 题 选 (B). 
附注 ”本题 也 可 用 以 下 方法 快捷 计算 : 
1 0 0 
由 P-4P=|0 1 0 知 , aw，w 是 4 的 对 应 特征 值 A = 1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
0 0 2 








所 以 mw +w ,wo 也 是 4 的 对 应 特征 值 =1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 因此 , 对 于 Q@ = (wm 


十 0 ， 2 ， as ) 有 


0-40 = 








1 0 0 
0 1 0 
D90 ”2 


(7) A 





分 析 写 出 (X, 了) 的 概率 密度 f 作 x，y)，, 然后 计算 fra, a 
精 解 X 与 了 的 概率 密度 分 别 为 的 
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pd We 人 ， 
0， x<0, 0, y < 0， 
所 以 ,由 苞 与 了 相互 独立 得 (X， 轨 的 概率 密度 为 
. 四 4e™* .ey, x 三 0,y 宇 0,， 
fen) = - 其 他 . 


由 此 得 到 , PX<Y) = fr,9)ao = | 4e* edo 


0<x<y 


J .ody = qe -ee*) 和 


因此 本 题 选 (A). 
附注 ” 设 (X, Y) 是 连续 型 随机 变量 , D 是 平面 区 域 , 要 计算 概率 P( (X,Y) < D), 应 先 
确定 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 (x, y) , 然后 计算 二 重 积分 f(x, y)do. 


(8) D 

分 析 ”两 段 木 棒 的 长 度 分 别 为 与 1- 处 , 其 中 X~U(0,1), 由 此 即 可 算出 两 段 木 棒 长 
度 的 相关 系数 . 

精 解 ” 设 其 中 一 段 木 棒 长 为 X, 则 和 ~ (0，1) ， 且 另 一 段 木 棒 长 为 了 =1 -X,， 容易 知道 
1 
12 
Cov(X,Y) = Cov(X,1 -X) = Cov(X, -~ X) = -DX. 


生 TL 7 所 光 Cov(X,Y) 
以 度 的 相关 系数 py = ~ 中 人) = -1. 
所 以 ,两 段 木 棒 长 度 的 相关 系数 p， Dy 


D(Y) = D(1 -1 = D(X) = = #0, 


因此 本 题 选 (DD). 
附注 ”本题 可 按 以 下 结论 快捷 算得 py, = -1. 
设 X, 了 是 随机 变量 , 如 果 存 在 常数 a, 5b, 使 得 P(Y = aX +b) = 1, 则 XX 与 Y 的 相关 系 
2 当 a > 0( 此 时 称 和 与 Y 正 向 关 )， 
1 当 a < 0( 此 时 称 X 与 Y 负 相关 ). 


二 、 填 空 题 
(9) f(x)=e 


分 析 ”从 求解 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 "(x) +f'(x) -2f(x) =0 入 手 求 f(x) 的 表 
精 解 /”(x) +f/'(x) -2/(x) =0 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 , 它 的 特征 方程 + 
r-2 =0 有 根 r=1，-2， 所 以 通 解 为 
flx) = Ce + Ce (1) 
将 式 (1) 代 入 /”"(x) +f(x) =2e 得 
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2Cle* +5C,e™ = 2e’, 
所 以 C =1，C, =0, 将 它们 代入 式 (1) 得 f(x) =e*. 
附注 ”本题 也 可 以 按 以 下 方法 计算 f(x) 的 表达 式 : 
Co/ De A (Xe /vO EMA (Cv (7 /OX 0 
f(x) -3/(x) = 一 2e” (一 阶 线性 微分 方程 ) ， 
它 的 通 解 为 f(x) =e*(C+e 2) =Ces +ex. (2) 
将 式 (2) 代 入 f"(x) +f(x) =2e 得 C=0. 将 它 代 入 式 (2) 得 f(x) =er 





分 析 先 令 :=x -1, 将 积分 区 间 转 换 成 对 称 区 间 [ -1，1] , 然后 积分 . 
精 解 [x V2x 一 和 “全 | (t+1) Vl -tdt 


1 1 
= | t V1 | V1 -Fd 
二 -1 
1 
=2| Vi-Pdt (由 于 t Vi- 是 奇 函 数 ， V1- 廊 是 偶 函 数 ) 
0 

















附注 ”本题 解答 有 两 点 值得 注意 . 
(i) 令 1=x--1 使 积分 区 间 转 换 成 对 称 区 间 [ -1，1], 然后 利用 对 称 区 间 上 的 定 积 分 性 
质 计算 ; 


(ii 利用 定 积分 的 几何 意义 得 | VI 一 Pdt = 了 下 

以 上 两 点 , 使 得 本 题 计算 十 分 快捷 . 

(11) i+j+k 

分 析 记 w= 和 9+ 广 , 为 了 计算 gradu, 需 算出 丝 ， 疆 ， 守 ,因此 从 计算 du 入手， 











精 解 ”由 于 du = d(xy) td =%dy +yds 是 




















= ydx 十 E: - 专 肌 Fe 
小 小 
所 以 Ou_ > Ou _ 1 因此 
Ox oy y 9z yy 
grad (xy + | = gradz ER PR -ou 天 
y 1 (2,1,1) (Zl) Oox100D OY) 0z1(0,1,1) 
=i +j+k. 


附注 ” 当 要 同时 计算 三 元 可 微 函 数 /(x，y，z) 的 三 个 偏 导 数 时 , 总 是 从 计算 全 微分 df 入 
手 , 特别 是 当 f 是 x，y,z 的 三 元 复合 函数 时 , 采用 这 一 方法 将 使 计算 快捷 . 
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V3 
(12) 12 
分 析 记 了 在 xOy 平面 上 的 投影 为 万 , 则 D=|(x, y) |x+y 志 1，x 宇 0,y 宇 01. 本 题 可 


从 将 所 给 的 曲面 积分 转换 成 D 上 的 二 重 积 分 人 手 . 
精 解 jas hy /i + (9 + (¥#) do 
= B37ao = EB | dn | ya 


B37 3 好 
= 与 | -9) dx Dy 











附注 本题 改 为 Jy?dxdy( 是 的 上 侧 ) ,也 是 很 容易 计算 的 : 


Ja =Jrantr = [af yay = 村 Ja -wdx = 十 
要 D 





(13) 2 
分 析 EE-xx 可 相似 对 角 化 , 写 出 它 的 对 角 和 矩阵 即 可 算出 -xx 的 秩 . 
Ai 
精 解 E -xx 是 实 对 称 和 矩阵 , 所 以 可 相似 于 对 角 和 矩阵 A, ， 其 中 , Aj, A,，, A 
As 
是 EE-xx" 的 特征 值 . 显然 人 + A, +As =tr(E-xx') =2. (1) 














此 外 , 由 (EE-xx' ) ”=E-xx 知 和 A, A,, A; 都 能 取 值 0 或 1. 因此 由 式 (1) 知 , A ，, A， 
A, 中 只 有 一 个 为 0, 其余 两 个 都 为 1, 不 妨 设 入 =0, A, =A; =1, 则 


0 
E-xx ~ 1 
1 
从 而 E -xx' 的 秩 为 2. 
附注 tr(E-xx ) =2 的 证 明 如 下 : 


记 x=|x, |, 则 xx =|xwox x2 zxoxs |， 所 以 


2 
9 MX3aMX1 XX Xs 
1 = 一 
Xi XI1X2 X1X3 
E-xx' = TS 
= | — wx > Wl 
人 
— XaXl — XX, 1 — 3 


由 此 可 得 tw(E-xx')=(1 —x?) +(1 一 X2 ) +(1 = ) =3 = (20 + 2 + 3 ) =2( 其 中 x? + 2 十 


xs = |xl =1). 
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wa 


分 析 利用 条 件 概 率 计算 公式 求 P(AB | C). 
P(ABC) _P(AB) -P(ABC) 








精 解 P(4B |C) = PCC) 1-P(C) 
本 = 由 4, C 互 不 相 容 知 4C = 四 ,所 以 4BC =@, 故 P(A4BC) =0 
fp 容 知 4C = 办 ， 只 故 P(4BC) =0) 
1 
2 -3 
= 一 二 = 于 
I 


附注 ”题解 中 利用 了 多 个 概率 计算 公式 , 其 中 特别 是 
P(ABC) = P(AB) - P(ABC). 








三 、 解 答题 
(15) 
l+x 本 1+x ax x 
分 析 由 于 xln +cos% 1 7 = 一 2sin 7 -7 
1l+x x wx 1l+x » 
= 三 
x 7 -7 x x 








所 以 ,只 要 证 明 0 


精 解 当 *e [0, 1) 时 有 了 了 -x 之 0. 为 了 证 明 这 一 不 等 式 , 作 辅 助 函 数 /(*) = 





0 


7 CR 
一 多 


1 一 % 





= 三 0. 


一 % 关 0. 从 而 zln1 





所 以 在 [0，1) 上 xx) 三 F0) ， 即 imn1 























由 于 上 述 不 等 式 左边 是 偶 函 数 ， 因此 wln 了 = "大 0 在 ( -1，1) 上 成 立 . 由 此 推 得 





2 
xln | (-1<x<1), 
] 一 X 2 


即 dk (-1<x<1). 


1 
附注 Oe 故 对 它 作 两 次 化 简 : 
( 1 ) 将 欲 证 的 不 等 式 务 >0( -1<x <1) 左 边 的 函数 缩小 成 





|S, 


十 党 
+cosx 宇 1 + 
一 区 





xln 一 一 一 I ， 故 只 要 证 明 zl 1 


证 “0(-1<x<1) 即 可 . 
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(这 ) 将 x 限制 在 [0，1) 上 , 则 sn ~ 必 之 0 又 可 进一步 化 简 为 In 和- 
有 关 不 等 式 证 明 的 快捷 方法 见 ( 高 分 突破 》05. 
(16) 
分 析 按 二 元 函数 极 值 计 算 方 法 计算 . 
精 解 ”由 于 f! =(1-x*)e ,f= -xye- 让 ， 
1 -x? =0, 


' =0， 
i A 即 | 0 得 x，7) 的 可 能 极 信 点 为 (1，0) 和 ( -1, 0)， 


? 


由 A=/"=(-3x+x’)e 7 ， 
er 
B=f",= - (1 -x)ye 2, 


Cap pl 
可 知 , A | ou = -2e-* <0, 4|,10, =2e-? >0, 
CGC Pyle Sd eT S00 | 0 = 
因此 f(x，y) 有 极 大 值 /(1，0) =e-7, 极 小 值 /( -1, 0) = -ee 
附注 设 /(x, y) 具 有 二 阶 连续 偏 导 数 ，(x。，y) 是 它 的 可 能 极 值 点 , 且 记 4 =f2(%6， yo)， 
有 = 所 Co， 加)，C= 记 (xy， 为)， 则 (mo， 6) 是 fx，y) 的 极 小 值 点 ( 极 大 什 点 ) 的 充分 条 件 是 
AC-B >0 与 4 > 0(4 < 0). 


(17) 

分 析 “用 缺 项 圭 级 数 的 收 和 敛 域 计算 方法 计算 所 给 过 级 数 的 收敛 域 ， 然 后 将 所 给 过 级 数 表 
示 成 两 个 震级 数 之 和 

4n +4n+3 on 
> 2n+1 = > n+ De + ， 


n=0 


且 分 别 计算 这 两 个 宕 级 数 的 和 函数 . 


精 解 记 u(x) _4n +4n+3 2 





‘(n=0, 1,2,…)， 则 














2n+1 
4(n+1)” +4(n+1)+3 2 
lim Un (%) lim 2(n +1) +1 = |x|’, 
mo | wu,(% 人 472 + 4n +3， on 
2n+l 


所 以 ， 所 给 寡 级 数 的 收敛 区 间 为 jz ||x|? <1| =( -1，1). 当 * = -1, 1 时 ， 所 给 寡 级 数 都 成 为 
》 各 二 各 +3 ， 它 的 通 项 极限 不 为 堆 ， 所 以 发 散 . 因 此， 所 给 过 级 数 的 收敛 域 为 ( -1，1)， 
在 ( -1, 1) 内 ， 记 所 给 震级 数 的 和 函数 为 s(x)， 则 


YA + 4n+3 2 - 》 (2n+1) +2 十 过 2 


对 2n+1 2n+l 
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_ 2n ~ 1 _ 2 
a +122 2 二 全 


= (x) + s(x). (1) 





在 ( -1, 1) 内 ， 
si1(X) = 2 (2n + 1)x” a B00 三 (Sw) 








x +1 
| le Se 
在 ( -1, 0)U(0, 1) 上 ， 
SS 2 < 1 27+1 
-2> 吉 ， 二 二 


有 “| 
三 1) iY 


1+ 


< 











-二 [ln(1 +%) -ln(1 -x)| = 过目 1 一 (3) 
将 式 (2)、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
We hs + Tlnits, we (-1,0) U (0,1). 
此 外 , 由 s(x) = > 知 , x = 0 时 , s(x) =3. 
x 二 1 1, 1+x 
i wa 0 


3， x=0. 


附注 ( -1, 0)U(0, 1) 上 的 s,(x) 也 可 以 按 以 下 方法 计算 : 
2 = 1 27+1 入 < Ee 多 Oe 2n 
s, (%) 0 ee Br | di | di 








_2 et 
委 doi 二 六 % 1-—x 
有 关 短 级 数 收 人 钱 域 与 和 函数 的 计算 方法 见 《高 分 突破 》16. 


(18) 
分 析 ” 写 出 工 的 切线 方程 ， 建 立 关于 /(1) 的 微分 方程 ， 求 解 得 到 /(1). 由 此 即 可 算得 题 
中 无 界 区 域 的 面积 . 
精 解 ” 由 于 工 在 点 (x，y) = (f(t) ，cos 1) ( 即 工 上 对 应 参数 为 :的 点 ) 处 的 切线 方程 为 


了 - cost = 全 Ts 
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_—sint 四 
即 7 - cost = F008) [X-f(t)], 


所 以 它 与 x 轴 的 交点 为 (E11(1) +J(1) ，0 ]， 因 此 由 题 设 得 





从 + f(t) 村 十 (0 一 COS 站 = ] ， 


sint 


即 [f° (7) ]” = tan’t ~ sin (0 <t< 3) 


于 是 ， 由 f(t) >0[0 <t< 卫 由 


f°(t) = Vtant— sint = sect—cost (0 < 了 < 他) 


从 而 fs) = f(0) + (sec t ~ cos t)dt =ln|sect+tant| -sint (0 <i< 工 ) 


2 
y 轴 之 间 的 区 域 是 无 界 区 域 ， 记 它 为 G， 则 


显然 ， 当 必 (于) 时 ， x=f(t) =]n|sect+tant| 一 sin 1 一 +%. 故 位 于 曲线 二， x 轴 与 


G 的 面积 = | a 三 f eos df = f eos te f(D 


写 [eos t(sect—cost)dt = | — cos 21) dt 
0 2 .0 


人 


1 
= 3( 一 Fsin 2) 





a 
o 4 
附注 ”顺便 画 出 工 的 概 图 . 

了 通过 点 (0，1). 








dy _ -sint_ sint Se TT 
由 a cot t <0 [0 
知 曲线 工 对 应 的 函数 单调 减少 . 
全 (时) 
dy_di\dx) csc 1 | I 
| dx” dx el Wy 
di 


知 ， 曲 线 世 是 四 的 . 因此 工 如 图 B-12-2 所 示 ，G 如 图 中 阴影 部 分 所 示 . 
本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 与 方法 见 《 高 分 突破 》09，18. 














了 
A 
2 2 
1 
Y 
L 
二 I Se 

O x O 2 x 


图 B-12-2 图 B-12-3 
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(19) 


分 析 画 出 二 的 图 形 ， 然 后 用 格林 公式 计算 曲线 积分 人 
精 解 工 如 图 B-12-3 所 示 ， 由 图 可 知 ， 





=| 3x ydx + (x + x 一 27)dy 
L 


= 中 3rydr + (7 十 


L+A0 


x -2y)dy - [3x°ydx + (2 + % — 2y)dy, (1) 


AO 





其 中 4 3x ydx + (x + x —2y)dy 


ZL+40 


[aeydx + (x 


40 


将 式 (2) 、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 


格林 公式 et | (x I 9 GD lao 


(其 中 DD i L + 4D 围 成 的 闭 区 域 ) 





= jc = 工 ， (2) 
+%—2y)dy = | -27ydy = 4. (3 ) 
2 
T 
J = 本 -4 


附注 “关于 坐标 的 曲线 积分 [P(x, y)dx + 0(%,y)dy, 当 工 不 是 闭 曲线 时 , 适当 添上 一 


段 曲 线 二 , 使 得 过 + 五 是 闭 曲 线 (不 妨 设 为 正 向 ) ， 由 此 即 可 使 用 格林 公式 快捷 计算 |P(x,y)d 


x + Q(x,y) dy: 


je dx + Q(xz,y)dy = 中 P(x,y)dz + Q(x,y) dy - ju + Q(x,y) dy 


L+L1 


Ll 


引 二 一 J y)dx + Q(x,y)dy, 


其 中 刀 是 由 区 + 厂 围 成 的 闭 区 域 . 





关于 坐标 曲线 积分 的 快捷 计算 方法 见 《高 分 突破 》14. 


(20) 


分 析 (了 ) 按 第 一 行 展开 计算 行列 式 |4 |. 


( 卫 ) 令 |4|=0, 算出 的 a 值 中 
后 计算 对 应 的 方程 组 Ax =B 的 通 解 . 
1 «a 0 0 
1 a 0 


0 
精 解 (TI) |4|= 
0 0 1 a 





， 能 使 A = (A :B) 与 4 的 秩 相等 的 a 值 即 为 所 求 . 然 
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0 0 1 a 0 1 


(I) 由 |4|=0, 即 1-o=0 得 c=1，-1. 
当 a =1 时 ,对 方程 组 x =B 的 增 广 和 矩阵 4 施行 初等 行 变换 : 
1 10 0: 1 1 1 0 0; 1 


二 | Sk 
A = “| . 
0011:0 0 011: 0 
1001: 0 ‘0 -10 1:-1 


0 0 
一 1 EA ! 
00 1 1: 0 00 1 1;: 0 
0011i-2/ \0000:-2 


由 此 可 知 ， 此 时 r(4) >r(4). 所 以 a=1 不 是 所 求 . 
当 w= -1 时， 对 方程 组 Ax =6 的 增 广 矩阵 4 施行 初等 行 变换 : 

1 

0 1 -1 0i-1|_l0o 1 -1 0i-1 

0 省 jal | | 
-1 0 0 1i10/ ‘0 0 0 0i0 
由 此 可 知 ， 此 时 r(4) =r(4) =3 <4, 方程 组 Ax =B 有 无 穷 多 解 . 因此 所 求 的 a = -1. 由 于 
此 时 方程 组 Ax = 与 方程 组 


Ma 一 Na = 一 1 (1) 


同 解 . 方程 组 (1) 的 导出 组 xi -2 ”=0, 的 通 解 为 C(1，1,，1，,1)"， 此 外 ,方程 组 
ws = Wa = 
(1) 有 特 解 (0，-1，0,，0)"， 所 以 当 a= -1 时, 方程 组 Ax =pB 的 通 解 为 
a (Xi ,Xa ,Nas Xa) 把 C(1,1,1,1)7 +(0，-- 1,0,0)"( 其 中 C 为 任意 常数 ). 
附注 ”题解 中 值得 注意 的 是 : 使 | 4 | =0 的 a 未必 都 能 使 方程 组 hx =B 有 无 穷 多 解 ， 
需 对 方程 |4 | =0 的 根 作 一 一 检验 ， 检 验 它们 是 否 满足 r-(4) =r(4) <4. 
本 题 计算 的 有 关 方法 见 《 高 分 突破 》21. 
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(21) 

分 析 (1) 由 |4"4|=0 算 出 a 的 值 . 

( 卫 ) 对 ( 工 ) 中 算出 的 a, 将 对 称 和 矩阵 A'4 正 交 相似 化 ， 即 0'(4'4)Q8 =4( 对 角 和 拢 
阵 ) ， 由 此 可 得 ， 正 交 变 换 x = Qy 及 /的 标准 形 . 





精 解 ( 工 ) 由 于 
10 1 
a 2 0 1-a 
AA=|0 1 0 ua =| 0 1+o 1-a|， 
和 i 1 a 
a 0 a -1 —a 一 Q 十 Q 


所 以 |44 1 =2(1+o)(3+o) -(1-o) (ll+ta) -2(01-o)” 
=2(1 +a)(3+a)-(1-a)’(3+a’) 
=(1+a)’(3 +a’). 
于 是 ， 由 f(x, ，x,，%; ) 的 秩 为 2， 即 A'4 的 秩 为 2 得 |4'A4 | =0， 所 以 
(1 +a)’(3+a) =0. 
由 此 得 到 a = - 1. 
( 卫 ) 当 4a= -1 时 ， 














2 0 2 
“a 2 :| 
2 2 4 
记 殖 为 3 阶 单位 矩阵 ， 则 由 
A-2 0 -2 A A -从 
IAE-AA|I= 0 和 -2 -2|=|0 入 -2 -2 
= ,= 入 = =2 .=2 和 = 村 
1 1 二 1 1 | 
= 和 |0 A-2 -2|=Al0 A-2 -2 














=2 = A=4 
=A(A -2)(A-6)=0 

得 A"4 的 特征 值 为 =0，2，6. 
设 对 应 和 =0 的 特征 向 量 为 qa= (a,，a,，a;) ， 则 w 满足 


-2 0 -2\/a 
0 -2 -2|4,|=0. 
= 


显然 该 方程 组 有 解 w=( -1，-1, 1).. 
设 对 应 和 =2 的 特征 向 量 为 8 = (5,，b,，5;) ， 则 B 满足 


0 0 -2\/0 
0 0 -2|6,|=0. 
-2 -2 -2/\, 


显然 该 方程 组 有 解 B=( -1，1，0) 
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设 对 应 入 =6 的 特征 向 量 为 y= (cj，c ，c) ， 则 yy 应 与 a, B 正 交 ， 
故 有 “Y=0, 即 一 Cl1 一 C 十 C3 =0， 
“7Y=0， =C] 十 C5 =0. 
显然 该 方程 组 有 解 y= (1，1，2) 
由 于 aw，B，7 两 两 正 交 ， 现 将 它们 单位 化 : 



































i 
-TsT "(- 友 - 友 大 
_p /ilo0Y 
#2 = B ls 
yy _/l112Y 
-TT 记 / 
记 @ -= (名 ,名 ,所 )( 正 交 矩阵 ) ， 则 正 交 变换 


X= Qy (其 中 y = (yi1,y2 73) ) 
使 得 f=2y? +6y? (标准 形 ). 
附注 ”要 熟练 掌握 用 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 . 
本 题 的 有 关 计 算 方 法 见 《 高 分 突破 》23. 
(22) 
分 析 ( 工 ) 由 {X=27} = X=0, Y=0)} UIX=2, Y=1) 可 以 得 到 P(X=27). 





( 卫 ) 由 于 Cov(X- 了 ， 办 =Cov(X，Y) - DY， 所 以 只 要 算出 Cov(X， 了 与 DY 即 可 . 
精 解 〈( 工 ) 由 于 {X=2Y} = JX=0, Y=0} UIX=2, Y=1|}, 有 是 {X=0, Y=0) 与 和 {X= 








2, Y=1) 互 不 相 容 ， 所 以 
P(X =2Y) = P(X =0,Y =0) + P(X =2,Y =1) = 元 +0 = 一 





(HH) Cov(X-Y, Y)=Cov(X, Y) -Cov(Y, Y) =Cov(X, Y) -DY, 


其 中 Cov(X, Y) =0 x0 x 地 +0x1 x0+0x2 x 地 + 


1 x0x0+1x1x 志 +1x2x0+ 


1 1 
2x0x5+2x1x0+2x2x15 


| 














\ md 2 2 .1 2 。 .1 i .1 | .1Y 
所 以 , DY =E(Y) (g7)*=(0 3 2 . @ | 了 +2 3 


2 
3 


(1) 


(2) 


(3) 
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将 式 (2)、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 


Cov( .= Ys 子 - 邯 - 0. 





附注 ”由 题解 知 Cov(X-Y, Y) =0， 但 和 -了 与 了 却 不 是 相互 独立 的 ， 检 验 如 下 : 由 于 
BY a De = 方 ， 











BCE 0 B00 02 (N22 = 地， 


Br 0 本， 

所 以 ，P(X_-Y 了 =0, Y=2) 关 P(X-Y=0)P(Y=2). 因此 碟 -Y 与 了 不 相互 独立 . 

本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 及 方法 见 《 高 分 突破 》27. 

(23) 

分 析 ( 工 ) 确定 2Z 所 服从 的 分 布 即 可 得 到 f(z，o”). 

( 卫 ) 先 写 出 似 然 函 数 L(o?)， 然 后 计算 它 的 最 大 值 点 ， 即 得 到 2 

(了 ) 计算 ECF) 即 可 判定 名 为 o 的 无 偏 售 计 量 . 

精 解 〈( 工 ) 由 马 与 了 相互 独立 知 Z = 和 -了 服从 正 态 分 布 ， 且 由 和 ~N(w，o) 和 了 了 ~ 
N(w，2o- ) 知 








EZ = 有 -BE7= -=0， 
DZ = DX+DY = 0 +20 = 30°. 


所 以 饼 ~W(0,307”)， 由 此 得 到 jtz, 02) = 一 6 【< 


























VOTOC 
( 卫 ) 记 简 单 随机 样本 Z;，2Z,，…，Z, 的 样本 值 为 5 ，z, ，…，z,， 则 似 然 函 数 为 
L(o’) 一 1 本 . 1 Be 入 1 e 2 
670 670 VOTO 
- | jc eh 
6T | 
2 1 1 和 
即 lInL(o’) = ] -no -— > 2.(o) 
V6T, 6 生 
dln L(o’) n 1~， -1 
令 =0 得 - 昌 一 = 0, 上 有 
do? 20* 6 之 2 | 
2 1 2 
o2? = 对 和 
因此 , o? 的 最 大 似 然 估 计量 为 62 = 元 2 
j= 
1 


( 亚 ) 由 于 E(0?) | E(22) 


3n 


1 n 
= 37 2 [DZ + (BZ.)"] 
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= 二 “nn[ DZ + (EZ)’] 


= (30 +0) = o”. 


所 以 ，o? 是 o 的 无 偏 估计 量 . 

附注 ”要 熟练 掌握 服从 二 维 正 态 分 布 的 随机 变量 (XX,， 7 了) 的 性 质 : 

人 

(ii) 设 (X,， 了) ~NCO ， py，01， 0;3, Pp)， 则 XX 与 Y 相 互 独立 的 充分 必要 条 件 是 p =0. 

(过 ) 设 (X, YY 了) ~NOwm, pw 0o1, 02, Pp), 则 aX +bY~ Na + a0? +b 0?+ 
2abpo1o,)( 其 中 a,b 是 不 全 为 零 的 常数 ). 

(iv) 设 庆 ~N(ww ,07?),，Y~N(p，0?)， 且 相互 独立 , 则 aX +bY~N(aw +b, a 
o1 +0b 0;)( 其 中 a, 5b 是 不 全 为 零 的 常数 ),， 且 (X,Y) ~N(p, po, 01, 07, 0). 

本 题 的 有 关内 容 及 方法 见 《高 分 突破 》29. 
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~ 选择 题 
(1) C 
分 析 计算 y 的 二 阶 导 数 ， 然 后 按 拐点 的 充分 条 件 判别 . 


精 解 由 y=(x-D[(x-2)*(%-3)?(x-4)'] 一 入 








(x -1)oi(z) 得 m(1) =29y(1) #0， 
所 以 (A) 不 能 选 ， 同 样 可 知 ，(B) 不 能 选 ， 现 在 考虑 选项 (C) ; 
y=(x-3)3[(x-1)(z-2)2(* -4)°] (x -3)’p(x) (其 中 p(3) >0)， 
则 y=6(x -3)9(z) +6(z -3)’p' (4) + (x -3) 9"(x). 
显然 ，y'(3) =0, 且 由 y~6(x -3)p(x) (x 一 3) 知 ,在 点 x=3 的 两 侧 邻 近 y 有 不 同 符 
号 ， 所 以 由 拐点 的 充分 条 件 知 (3，0) 是 所 给 曲线 的 拐点 . 





























因此 本 题 选 (C). 

附注 “本 题 还 可 用 几何 方法 快捷 求解 ， 由 于 

x 全书 二 时] 用 1 全 2 2 (让 3 (3, 4) 4 (4, +%) 

y 下 0 = 0 一 0 下 0 二 
所 以 ， 曲 线 y=(x -1)(x -2)2(x -3)2(xz =-4) 的 概 图 如 图 B-11-1 所 示 . 


| ee ey 





=“ 





图 B-11-1 


由 图 可 知 ，(3，0) 是 所 给 曲线 的 拐点 . 
(2) C 
分 析 “ 按 震级 数 收敛 域 概 念 排除 其 中 三 个 不 正确 选项 即 可 . 


精 解 由 于 yo (x - 1)" 的 收 钱 域 中 心 为 点 x =1， 所 以 排除 选项 (A) 、(B)， 此 外 ， 





由 题 设 数 列 | $ | 无界 知 级 数 a.(2 -1)” = 》 a 发散 ， 即 点 =2 不 属于 收敛 域 ， 所 以 先 


项 (了 DD) 也 应 排除 . 
因此 本 题 选 (C). 


附注 (i) 震级 数 》 w (x - %%)" 的 收敛 域 可 按 以 下 方法 计算 ， 


如 果 > wz - 节 ) 的 收 伍 区 间 为 ( - m ,+ wm ) ， 则 收敛 域 也 为 ( -me ,+ om ) 
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如 果 六 oz - mm)* 仅 在 点 < = 加 处 收敛 ， 则 收 化 域 为 ja 


如 果 a,(x 一 x)" 的 收 化 区 间 为 (x -RR，w6 +R) (及 是 某 个 正 数 ) ， 则 收敛 域 为 该 区 间 


及 其 收敛 端点 . 
(下 ) 点 x=0 处， 所 给 客 级 数 收敛 的 证 明 : 
由 于 | c,} 单 调 减 少 收 敛 于 零 ， 所 以 {o,} 是 正 项 数列 ， 从 而 当 x =0 时 ， 所 给 需 级 数 成 为 


交错 级 数 > ( - 1)"a, ， 由 莱 布 尼 茨 定理 知 》( - 1)"a, 收敛 ， 即 x =0 是 所 给 短 级 数 的 
收敛 点 ， 
(3) A 


分 析 利用 二 元 函数 取 极 小 值 的 充分 条 件 排除 其 中 三 个 不 正确 的 选项 即 可 . 
精 解 ” 由 于 z (0, 0) =f (x)In f(y)1 ,0=f'(0)Inf(0) =0, z(0, 0) =f(x) ， 
f°) .£0) _ ,器 时 .一 元 函数 > 的 驻 占 时 .> 在 占 
| f(0) 元 0 0， 所 以 点 (0，0) 是 二 元 函数 z 的 驻 点 .于 是 z 在 点 (0，0) 处 
取得 极 小 值 的 充分 条 件 是 
z"(0, 0) >0， (1) 
z(0, 0) + z"(0, 0) -[z(0, 0)]* >0. (2) 
由 式 (1) z*(0, 0) =f"(x)In f(y) 1 ,jo =f”(0)In fA(0) >0 知 应 排除 选项 (B)、(C). 
此 外 有 
1 a .f'0) 三 
z"(0, 0) =f "(x%) pr a ee 0， 
有 f°09)f09) -LA 
z.(0, 0)=f(x) ， 
(0, 0) =f/(x%) fy) 
将 它们 及 z"(0, 0) =f”(0)lnf(0) 代 入 式 (2) 得 
f"(0)In f(0) :1"(0) >0. 








网 


由 此 可 知 ， 选 项 (D ) 应 排除 . 
因此 本 题 选 ( A). 


附注 ” 设 二 元 函数 f(x,y) 在 其 驻 点 (x6。，wo) 的 某 个 邻 域内 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 则 
f(xo， Yo) 是 fx，Yy) 的 一 个 极 小 值 ( 极 大 值 ) 的 充分 条 件 是 
yo) >0(fr(xo, Yo) <0), 
Fm, Wm, mW) = Wm)) > 
(4) B 


分 析 由 于 1，J, 都 是 |0， 字 |] 上 的 收敛 的 反常 积分 或 定 积分 ， 所 以 只 要 比较 被 积 函 


数 在 [0， 于 外 的 大 小 妈 可 
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精 解 由 于 对 xs (0, 至 肌 
sin x < cos x <cot x, 


所 以 由 In w 是 单调 增加 函数 知 


ln sin x <ln cos x < In cotx, 


于 是 ， fm sin xdx < fm cos xdx < fm cot xdx ， 即 了 7< 天 < 了 
0 0 0 
因此 本 题 选 (B). 


附注 当 /(4) 与 g(4) 在 [a, 5] 上 连 绪 时 ， 如果/x) <g(x)(xe (a 5)), 则 fw) 
< | gu. 

当 /(#) 与 g(4) 在 (a, 5] 上 连续 时 ， 如 果 x=a 是 x) 与 g(x) 的 下 点 , 但 /x)dx 与 
 g(*) dx 都 收 全， 并 且 f(x) <g(x) (xe(a, 5)), 则 | rou < | gu. 


(5) D 
分 析 “ 写 出 对 应 初等 变换 的 初等 矩阵 ， 并 进行 运算 即 可 . 
精 解 ”由 题 设 知 
AP, =B, P,B =E (E 是 三 阶 单位 矩阵 )， 
所 以 A=BPi'=P;'P'=P,P'( 由 于 P;' =P,). 
因此 本 题 选 (D). 


附注 ”应 熟 记 和 矩阵 初等 变换 与 初等 矩阵 之 间 的 对 应 关系 . 


(6) D 

分 析 “确定 r(4* ) 的 值 ， 从 中 选取 线性 无 关 向 量 个 数 为 4 -r(4* ) 选 项 

精 解 ” 由 于 方程 组 hz =0 的 基础 解 系 中 只 有 一 个 解 向 量 ， 所 以 r(4) =4 -1 从 而 
r(4* ) =1. 因此 方程 组 4"x =0 的 基础 解 系 中 应 包含 有 3 个 线性 无 关 的 解 向 量 ， 故 选项 (A)、 
(B) 都 可 排除 . 

此 外 ， 由 (1，0，1, 0)" 是 方程 组 hx =0 的 解 知 w + o =0， 即 w ，o ，w, 线性 相关 ， 
所 以 选项 (C) 也 应 排除 

因此 本 题 选 (D). 


附注 ”应 记 住 以 下 的 结论 : 
设 4 是 nn 阶 矩 阵 ， 则 








no r(A) =n, 
Rl 
0, rr(A)<n-l. 
本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 与 方法 见 《 高 分 突破 》21. 


(7) DD 
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分 析 “利用 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 的 导数 为 概率 密度 这 一 结论 即 可 . 
精 解 F(x)，, F(x J F(x)F,(x) 也 是 分 布 隐 数 ， 且 它 是 可 导 函 数 ， 


dF, 
所 以 ， 其 导数 生 [ P(x) (x)] = 下 下 六 (2 + p(w) =f (a) Pas) tps) F(a) 
是 概率 密度 . 
因此 本 题 选 (D ). 


附注 应 记 住 以 下 绪论 : 
如 采 F(x) ，F,(%) 都 是 分 布 函数 ， 则 F(x)F,(x) 也 是 分 布 函 数 . 


(8) B 
分 析 利用 初等 数学 知识 推出 UV = XY 即 可 得 正确 选项 . 


精 解 由 于 = 方 (X+Y+ | X-Y| ), V=(X+Y- 1X-Yl ) ， 所 以 








UV= 开 [( 和 + 切 _(X-Y)] =XY 


由 此 得 到 E(UV) = E(XY) = EX .EY. 
因此 本 题 选 (B). 
附注 “要 记 住 题解 中 使 用 的 初等 数学 公式 : 对 任意 实数 a, 5 有 


maxlw，0} = (atb+la-bl )， 





minla, 6b) =(a+b- la-b| ). 


二 、 填 空 题 

(9) In(V2+1) 

分 析 ”利用 平面 曲线 弧 长 的 计算 公式 计算 即 可 . 
精 解 ，= | V+ dx = | VI tanixds 


= ln(v2 + 1). 


TT 
4 
secx+ tanx 
0 





my 
4 

= | sec xdx = ln 
0 





附注 记 住 以 下 的 平面 曲线 弧 长 计算 公式 : 
设 遇 线 方程 为 [了 《4<t<4)， 则 它 的 法 长 := 上 A 


设 曲线 方程 为 y>=Ax)(z sx 和 xz ) ， 则 它 的 弧 长 = | a 








设 曲 线 方程 为 +-=r(9) (90,9<0,)， 则 它 的 弧 长 = 上 产 (0) + [7 (9)]2d6 


(10) y=e sinx 
分 析 利用 一 阶 线性 微分 方程 通 解 公式 算出 通 解 ， 然 后 用 y(0) =0 确定 其 中 的 任意 
常数 . 
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精 解 ”由 一 阶 线性 微分 方程 通 解 公式 得 





y= el*(C + [ecos Xx: el*dx) 
=e “(C+ [eeos x* edx) 


=e “(C+ [eos xdx) =e “(C+ sinx), 
将 y(0) =0 代入 上 式 得 C =0， 所 以 满足 y(0) =0 的 解 为 y=e sin x. 





附注 一 阶 线性 微分 方程 y +p(x)y=g(x) 的 通 解 公式 为 


AN 





II 
其 中 出 现 的 不 定 积分 都 取 原 函数 

















(11) 4 
分 析 ” 先 将 y=2 代入 F(x，y) ， 然 后 利用 积分 上 限 函 数 求 导 计算 F(x，2) 的 二 阶 导数 . 
十 9 “下 dF(x,2) d” [* sint | 
hn ,i 二 ~ =d 
解 0 x 和 dx’ x=0 dx Jo 1 +t ' x=0 
_ d /2sin 2x i 2sin 2x .Sin 2x _ 
| x=0 nh % 








附注 由 于 本 题 是 计算 点 (0，2) 处 的 了 ， 所 以 可 先 将 y=2 代入 Ps，y) ， 然 后 计算 
4 
dPCxz,2) 
dx 0 


d (2sin | 
2 Fa 
(12) 7 
分 析 将 曲线 工 写成 参数 方程 ， 把 所 给 的 曲线 积分 转换 成 定 积分 . 
X=cost, 


y=sint, 其 中 ， 起 点 参数 1= -TT， 终 点 参数 1 =， 


z=cost+sint, 





， 这 样 比 先 算出 全 后 起， 再 将 =0，y =2 代入 快捷， 同样 利用 定义 计算 











d (2sin 2x 和 
_ 比 先 算出 生生 和 |， 再 将 <=0 代入 快 扰 


精 解 ”由 于 工 的 参数 方程 为 





所 以 


2 1 
人 za + %dy + dz = I [cost(cost+sint)(—- sint) +cost*cost+—sint(— sint+cos 
7 2 2 
t) | di 
中 六 1 .: 2 2 1 i 3 
(— cos'tsint — ~sin tcost + cos’t— ~sint)dt 
二 2 2 
TT T 
= 一 | sin’tdsint + | (1 + cos 21)dt 
0 0 
= 7T. 


附注 ”参数 ;1 取 为 -7 到 m， 是 为 了 便于 后 面 的 定 积分 计算 . 
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(13) 1 
0 
分 析 利用 二 次 型 x +3y +z +2axy +2xz+2yz 的 矩阵 与 





1 jm 即 可 求 
4 
出 a. 

精 解 ” 记 f(x, y,，z) = 和 好 +3y +2 +2axy +2xz +2yz， 则 它 的 矩阵 


正 交 相似 ， 所 以 14 | =0， 即 c =1. 

附注 设 4 是 实 对 称 矩 阵 ， 则 4 可 正 交 对 角 化 ， 也 可 合同 对 角 化 ， 当 4 与 对 角 和 矩阵 正 
交 相 似 时 ， 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 元 素 都 是 4 的 特征 值 ， 当 4 与 对 角 和 矩阵 合同 时 ， 对 角 和 矩阵 
的 对 角 线 上 元 素 未 必 是 4 的 特征 值 

(14) MACo + ) 

分 析 ”由 p=0 知 服从 正 态 分 布 的 (外 ，7) 中 的 和 与 Y 相 互 独立 ， 由 此 即 可 算出 有 COXP ). 

精 解 ”由 于 (X,Y) ~N(n, 4，0 ,0 ,0)( 注 意 p =0)， 所 以 与 Y 相 互 独立 , 且 久 
与 了 都 服从 N(4, o). 从 而 E(XY) =EX: E(Y¥)=EX[DY+ (EY)’] =p(0 +u). 

附注 “三维 正 态 分 布 的 以 下 性 质 是 常用 的 ， 应 记 住 : 

(1) $C DW = Nm po, To Tao WN XN Gi) YN To) 

(于 ) 当 (X,， 了) ~NCO ， Ky，01，07, Pp) 时 , 与 Y 相 互 独立 的 充分 必要 条 件 是 p =0. 

(下 ) 当 铸 与 YY 相互 独立 ， 上 且 外 ~N(4, 0),，Y~N(m,，02)，a,b 是 不 全 为 霉 的 常数 
时 , aX +bY~N(au +bu,, a ot? +b"0;). 

(这 ) 当 (X,， 了 ) ~ WA， Ww 07,，03, p), a,b5 是 不 全 为 零 的 常数 时 ，aX+ 
bY~N(au + bs, ao? +007 +2abp00,). 


一 Q 
一 WW Q 
一 一 一 
dT 
所 
Ea 
Na 


(15) ee 2 
分 析 利用 公式 42 =e**“， 将 所 给 的 1” 型 未 定式 极限 转 成 计算 所 型 未 定式 极限 ， 然后 





综合 运用 等 价 无 穷 小 代替 和 洛 必 达 法 则 计算 这 个 型 未 定式 极限 即 可 


eT 
tim| + lm [2 ] 项 
x—0 x 


= @x—0°*- 


In|1 + + 1 


本 








和 x—0 


a 08 一 1 
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ln(1 +x) _1 
= lim el ee ee 
x—0 x x—0 x 
1 1 
洛 必 达 法 则 ] ] +x 1 1 x _ 1 
0 2x 20x(l+x) 2° 


1 
各 


将 它 代入 式 (1 i 








附注 本 题 主要 计算 全 型 未 定式 极限 lim--In [+ 共 ]， 题解 中 ， 是 综合 应 用 等 价 
无 穷 小 代 痊 与 洛 必 达 法 则 进行 快捷 计算 的 ， 有 关内 容 见 (高 分 突破 》01. 
(16) 
、 0z 0 ”xz 
分 析 “ 先 计算 j， 然 后 由 5 让 





= rr | 











2 算 3487 | 


精 解 由 5 = 内 “y+ ye (x ) 得 





2 0 =fr'(y, ye(1)) :y+f(y, ye(1)) .ye"(1) 
i y)y( 利 用 g(1)=1, g'(1) =0)， 
2 
所 以 ， 证 sa -= es y)y] 








= LAIy， ee a 下 本 
=j(1，1) +j2(1，1) +f'(1, 1). 


算出 3 后 将 x=1 代入 ,使 得 计算 





附注 ”由 于 本 题 是 计算 在 点 (1， 





地 | 成 为 计算 六 (yy 在 点 y=1 处 的 导数 ， 这 样 做 本 此 


回忆 第 ( 11) 题 也 是 类 似 处 理 的 . 

(17) 

分 析 记 Ax) = harctan x -x， 然后 由 零点 定理 及 孔 数 单调 性 ， 按 的 值 讨 论 方程 
f(x) =0 的 实 根 个 数 . 

精 解 ” 记 f(x) =karctan x -xx， 显 然 不 论 上 取 何 值 ，x =0 都 是 方程 Kx) =0 的 实 根 . 

由 于 fx) 是 连续 的 奇 函数 ， 因 此 可 从 计算 方程 fx) =0 在 (0，+% ) 上 的 不 同 实 根 个 数 
和 人手. 

_(k—-1) —x? 


由 于 /CD) = 站 1 + 


当 -1<0, 即 k<1 时 , f'(x) <0, 即 f(x) 在 (0，+%) 上 单调 减少 ， 于 是 f(x) < 
70) =0(xe (0，+%))， 由 此 可 知 ， 此 时 方程 (x) =0 在 (0，+ % ) 上 无 实 根 . 
当天 -1>0， 即 大 >1 时 ， 























， 所 以 
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>0, 0<x< vk-1, 
f(x)Y=0, x= ME-l1l, 
<0, x> vk-l1l. 


于 是 , 对 xs(0，vF -1], 由 f(x) >A(0) 知 , 方程 f(x) =0 在 (0，v 下 =- 工 上 无 实 根 ; 对 x 
e(/k-1, +%),f'(x)<0, 并 Hf( vvE-1) >0， lim f(x) = -co ， 即 

f( SED ,Jim xz) <0， 
所 以 由 零点 定理 的 推广 形式 及 函数 单调 性 知 ， 此 时 方程 Kx) =0 在 ( Vk -1，+% ) 上 有 唯一 
实 根 ， 记 为 xu， 

综 上 所 述 ,在 k<1 时 , 方程 f(x) =0 仅 有 实 根 x=0; 在 左 >1 时 方程 f(x) =0 有 三 个 不 
同 实 根 -x, ，0 ，x0. 
附注 ”本题 用 几何 方法 求解 十 分 快捷 ， 具 体 如 下 : 
显然 ,k=0 时 ， 所 给 方程 仅 有 实 根 x =0. 

当 才 0 时 ， 所 给 方程 成 为 arctan x = 二 x， 记 y =arctan x， y= 则 这 两 条 曲线 交点 个 














数 即 为 arctan x = 的 实 根 个 数 . 
由 于 (arctan x) 人 所 以 ， 当 二 之 1， 即 <1(k 堵 0) 时， 两 曲线 的 相对 位 置 如 图 


B-11-2a 所 示 ， 由 图 可 知 ， 此 时 两 曲线 仅 有 交点 (0，0); 当 二 <1， 即 >1 时 ， 两 曲线 的 相 
对 位 置 如 图 B-11-2b 所 示 ， 由 图 可 知 ， 此 时 两 曲线 有 三 个 不 同 交点 . 


y= x(k#0) 









y=arctan x = 











y=arctan x 











a) k<1(kz0) 


图 B-11-2 


综 上 所 述 ， 当 <1 时 ， 所 给 方程 仅 有 一 个 实 根 ; 当天 > 工时 ， 所 给 方程 有 三 个 不 同 
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(18) 
分 析 “ 先 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 ( ) 中 的 不 等 式 ， 然后 利用 数列 极限 存在 准则 工 证 
明 ( 工 ). 


精 解 ( 工 ) 对 函数 In(1 +x) 在 | 0， 二 ]( =1， 2，…) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 知 ， 存 


在 上 es(0，1)， 使 得 [ln(1+x)]， (SF0)=m (1 + ) -in +0), 即 


1 1 1 
T= (+ 二) 











1 1 1 1 
a -a =|1+ i + 1+ 
= 1+ )<0 (利用 ( 工 )) 
n+l n 
， i 
以 及 a =1+ 了 + + pe Inn 
1 1 1 1 
>m [1+ 十 + (1+ 计 + (+ 二)+ (利用 (I)) 
1 2 3 n 





2 3 4 n+l 1 1 
-ma 二 :于 :全 ‘=m (i+ ]>0 

知 {a, | 单调 减少 有 下 界 . 因此 由 数列 极限 存在 准则 下 知 ，{ a 收敛 . 

附注 “判别 数列 极限 存在 ， 有 两 个 准则 ， 它 们 是 

准则 了 设 有 数列 {x,} ，{y,} ，{z,| ， 它 们 满足 y, x, <z, (n=1, 2,…)， limy, = 
limz, = 则 limw, = 

准则 下” 单调 不 减 有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 数列 必 有 极限 

本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 和 方法 见 《高 分 突破 》02. 

(19) 

分 析 运用 定 积分 的 分 部 积分 法 、 二 重 积 分 与 二 次 积分 的 转换 计算 本 题 . 

精 解 1 = fC) drdy = | dj f(s7) dy 








= a fd) = af) | ff ale 
[CD -fa [f'n 
ee fa [f'n) a 由 f(x,1) =0 知 r(x,1) = 0, 从 而 | f(x Da = 0) 


2011 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 精 讲 73. 





= [ay | f(y) 
=- -male 
= xp) | y+ fay {fxs) ds 
= fy [frp) (由 于 MG) = 0 和 | if(1,7) dy =0) 
x,y) dray = 
附注 本题 的 积分 区 域 是 正方 形 ， 所 以 二 重 积分 与 二 次 积分 的 转换 、 二 次 积分 积分 次 序 
更 换 都 很 简单 
(20) 
分 析 可 用 逢 阵 方程 解 本 题 
精 解 ( 工 ) 由 于 a，as，a 不 能 由 B,，B，，P 线性 表示 ， 所 以 矩阵 方程 
(Bi, Bs,, BX=(@, @,, @) 
无 解 ， 其 中 外 是 3 阶 未 知 矩 阵 ， 从 而 


r(B., pb,, B;) <r(B,, Bb,, Bi a, 2 ， a3 ). (1) 
对 增 广 和 矩阵 (B, ，B,，B; : ql ，Q,，@ ) 施 行 初等 行 变 换 





1 1 3:1 0 1 
tp ie 2 4i0 1 | 
:1 15 
3 
1 





1 3 ai 
和 于 1 01 
= 有 
1 本 
由 
三 吉大 二 二 3 
人 站 1 


所 以 由 式 (1) 得 a =5. 
(IT) 为 了 确定 B,，B,，pB, 关于 a,，a,，a 的 线性 表示 式 ， 构 造 矩 阵 方程 
(wmw，o，m)7=(B，B,，pB,) (其 中 了 是 3 阶 未 知 矩 阵 ). (2) 
对 式 (2) 的 增 广 矩阵 (wa ，o ，om : B1，B，, B;) (将 a=5 代入 ) 施 行 初等 行 变换 ; 
1 0 1i:1 1 3 
ih 1 3:1 24 
和 让 
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1 二 
= 人 了 本 | 1 1 
友和 2 
和 
王 列 让 出 让 汪 这 | 
001:-10 -2 
2 1 5 
所 以 | 4 2 10| 故 Bl =2@ +4@, -@;, B;=@ +2a，B; =5a +10a -20,. 
-1 0 -2 





附注 求解 矩阵 方程 是 计算 向 量 组 之 间 线 性 表示 式 的 有 效 方法 如果 4 是 可 逆 和 矩阵 ， 
则 矩阵 方程 4X =B 可 直接 获 解 





X=A'B. 
对 于 本 题 的 (@,, @,, @3)Y=(B1, B;, B;)， 由 于 


Ol 
(@, @,, @;) = v1 3 
| 污 





2 719 1 
可 逆 ， 且 其 逆 德 阵 为 | 3 4 | 所 以 
=1 1 
2 1 13 3 1 5 
Y=| 3 4 | 2 中 | 外 多 | 
1 =1 0 








故 B =2a +4a -@;, B;=a, +20,, Bs =50@, +10a -20,. 

本 题 的 有 关内 容 与 计算 方法 见 《 高 分 突破 》21. 

(21) 

分 析 (了 ) 按 所 给 条 件 ， 利 用 特征 值 与 特征 向 量 概念 ， 计 算 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
计算 时 要 利用 实 对 称 和 矩阵 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 的 性 质 . 

( 工 ) 利用 ( 工 ) 将 4 正 交 相似 对 角 化 即 可 得 到 4. 




















1 1 -1 1 
精 解 ( 工 ) 由 题 设 4| 0 中 0 0|， 即 
-1 1 1 1 











I 


知 ，4 有 特征 值 A = -1，1， 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 C,(1,，0，-1) ，C,(1,， 0, 1)"( 其 中 
C,，C, 是 任意 非 零 常数 ). 

由 于 r(4) =2， 所 以 4 的 另 一 个 特征 值 为 A =0， 记 它 对 应 的 特征 向 量 为 (zx ，x ，z ) 7 ， 
则 它 与 (1, 0，-1)7，(1,，0，1)7 都 正 交 ， 即 满足 
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后 -Wy =0, 


wi 十 作 三 U. 





该 方程 组 的 基础 解 系 为 (0，1，0)7， 所 以 A =0 对 应 的 特征 向 量 为 C,(0，1，0)"(C, 是 任意 


非 零 常数 ). 
( 工 ) 由 于 4 的 对 应 特征 值 A = -1，1, 0 的 特征 向 量 (1, 0，-1)7，(1，0，1)7 和 


(0，1，0) 两 两 正 交 ， 现 将 它们 单位 化 得 


a 1 0 _1 2 过 1 0 1 ' =(0 1 0) 
E1 ss, \ 厅 全 :/ 9 2 2 » 记 9 E3 9 9 . 





























工 工 0 
2 v2 = 
记 Q=(s, 6)=| 0 0 1|( 正 交 和 矩阵 )， | 1 | 所 以 
- 工 工 0 
2 V2 
1 1 1 oo _l 
-1 2 从 -1 "2 2 
‘| 加 | | 1 
0 ee Oiv2 2 
2 0 1 0 
il 1 oilo -li 
2 | | /001 
=| 0 00l1 oo 
1 1 2 | \100 
2 0 1 0 
附注 在 第 ( 工 ) 小 题 中 也 可 以 由 4 的 对 应 特征 值 A= -1，1, 0 的 三 个 特征 向 量 为 列 癌 
量 构 成 矩阵 了 ， 即 记 
1 1 
1 1 0 2 
| oo 1) srs 1 
-1 1 0 2 2 
0 1 0 


一 OO 一 
[sc 
0 
Ns 
1 
ee 
hk 
[ea 
2 
= 
全 
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1 

0 Dm roi 
=| 0 0 0 1|=|0 0 0 
i 1 6& 2| \100 


本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》22. 











(22 ) 
分 析 ( 工 ) 利用 题 设 P( 姑 = 妆 ) =1, 即 P(X=0, 7Y= -1) =P(X=0, 了 =1) =P(X= 
， 了 =0) =0 及 (X, 了) 的 边缘 概率 分 布 计算 (X，7) 的 概率 分 布 . 

( 卫 ) 利用 (了 工 ) 中 算得 的 (XX,，7) 的 概率 分 布 ， 计 算 Z 的 概率 分 布 . 











( 亚 ) 利用 (XX, 了 7) 的 概率 分 布 和 pyy 的 计算 公式 计算 py. 
精 解 ( 工 ) 由 P(X = 了 普 ) =1 及 了 的 概率 分 布 得 表 如 下 : 
¥ 
一 1 0 4 
xX 
0 0 pi 0 
1 Pp2 0 Pp3 
1 1 1 
a EE 3 3 





由 表 可 知 ，p, =p, = 六 = 二 ， 所 以 (X，Y) 的 概率 分 布 为 





3， 
了 
一 1 0 1 
X 
1 
0 0 本 0 
1 
2 3 0 3 





( 卫 ) Z 可 能 取 的 值 有 -1, 0, 1, 是 
My 二 = 站 -本 ， 





pla1) p(y=1, Y=1) = 地， 





P(Z=0) =1_P(Z= -1)-P(Z=1) -于 


因此 的 概率 分 布 可 如 下 表 所 示 





Z 一 1 0 1 
1 1 1 
3 3 3 
( 亚 ) 由 于 EX = 地， DX = EY=0, DY= 子 ， 所 以 由 
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Cov(X, Y) =E(XY) -EX. EY=E(XY) =EZ=0 
Be As 也 ) -0 
~ VDX .DY 
附注 ”本题 表明 虽然 庆 与 Y 不 相关 , 但 XX 与 Y 不 独立 . 
通常 ， 当 具有 正方 差 的 随机 变量 X 与 Y 相 互 独立 时 ， 必 不 相关 ; 但 反之 未 必 正 确 ， 而 
当 ( 对 ,了 ) 服 从 二 维 正 态 分 布 时 , X 与 Y 相 互 独立 的 充分 必要 条 件 为 与 Y 不 相关. 


(23) 

分 析 〈 工 ) 用 最 大 似 然 估计 法 计算 5 

( 卫 ) 计算 统计 量 0” 的 数学 期 望 与 方差 时 ， 首 先 确定 它 的 分 布 . 

精 解 〈 工 ) 设 样本 XX ，X,，…, XY, 的 样本 值 为 x, ，x,，…，x,， 则 最 大 似 然 函 数 为 


强 











(x1-10)2 (x2 -10)2 (xn -10)2 
L(o’) = 1 € 292 。 1 € 202 .…， 1 e€ 2% 
V2TO V2TO V2T0 
未, n 
ENR da ly ej) 
ee 


于 
2 


所 以 , In L(g?) = m( 关 ] -全 in on -> (= 这. 朋 











入 dn Ce -0 得 - ee . Le Ce 
do 20°” 20 和 





因此 ， 最 大 似 然 估计 量 为 





(IT) 容易 看 到 ,29 = 二 > (KX 一 p46)? -2() ,所 以 由 服从 PP(n) 的 随机 变量 的 数字 


Oo GO i= 


特征 知 








=n, 即 态 BE(67) =n， 所 以 E(0?) = 





2 4 
=2n， 即 三 D( 侣 ) =2n， 所 以 D( 人 2) = 
(on 有 


附注 以 下 绪论 是 有 用 的 ， 应 记 住 . 
(ji) 设 ~N(4,， 0), 六，X,，…, 了 ,是 来 自 X 的 一 个 简单 随机 样本 ， 则 


起 (10)? ~ 让 (0) , 右 (Xi - 避 ? -好 (mn -1) ， 其 中 天 是 样本 均值; 


(jij) 设 X~x (Gn), 则 EX =n, DX =2n. 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》29. 
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一 、 选 择 题 
(1) 2 


分 析 利用 重要 极限 lim 1 + 十】 =e 的 推广 形式 lm [1+ 二 】 = ee( 为 常数) 











二 1 
精 解 lin | sy] nal ee T oY 
站 本 一 | 二 一 
x x 
a 1 i 
| ) . | “ 0 me 
lim|l1l1+O— | .lim|ll+O— 
>oo X—00 和 
因此 本 题 选 (C ). 


附注 本题 是 1” 型 未 定式 极限 .通常 这 种 极限 用 以 下 方法 计算 : 


CC 
和 


lm [rds] =。 


2 nl 省 本 + 
其 中 limxln | 
2 be : (x-a)(x+b) du 











WW, bin [cr] =。 





显然 ， 这 种 方法 没有 直接 利用 lim [1 +】 =e 简单 ， 此 题 表明 ， 对 1" 型 未 定式 极限 计 
算 能 利用 重要 极限 及 其 推广 形式 的 应 尽量 利用 ， 使 计算 简捷 些 . 

(2) B 

分 析 为 计算 ?2，3=， 从 计算 所 给 方程 两 边 的 全 微分 人 手 
精 解 ”对 所 给 方程 两 边 求全 微分 得 


ra? + Pd 三 ] =0， 
志和 证 
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即 Fr. xdy = 4. xdz —zdx -0 
x x’ 
整理 后 得 
yFY +zFy FY 
x Fy dx — FY 》 
y 9 z_ YF +zPy 0z FY 
所 以 ox xl "9y SF 
从 而 
02 0 zz _ JAY +zP; PY) 
T+ 59 x + -= 
因此 本 题 选 (B). 
附注 ”要 同时 计算 二 元 复合 函数 或 隐 兄 数 的 两 个 偏 导 数 时 ， 可 从 计算 全 微分 入 手 . 
(3) D 


分 析 ”所 给 的 反常 积分 是 无 界 函 数 的 反常 积分 ， 有 瑕 点 * =1 和 可 能 正点 * = 0， 于 是 应 
人 | 考 虹 | te 和 th 下 qn (注意 ;被 积 函数 在 积分 区 间 上 是 非 负 的 ). 








7 过 mf 2 国 
精 解 对 于 a Do 当 过 加 1 三 0 时 ， Wi 一 lima™ m an “存在 ， 所 
n x—0+ 


多 








以 此 时 * = 0 不 是 现 点 ， nf 是 定 积分 ,可 以 理解 成 收 全 的 反常 积分 ; 当 2 - 
二 < 0 时 ,x = 0 是 瑕 点 , 此 时 有 0 < 二 - 二 < 1( 对 任意 正 整 数 m, n, 都 有 二 -二 < 1)， 
00 


多 


下 /ln I 收敛 . 





er 2 全 一切 4 ， 由 于 对 任意 正 整 数 m， "都 有 0 < 直 <1, 且 
lim(1 一 区 ) 王 。 和 lim (1 = x) I (1 -2XY) = 0， 
即 对 于 任意 正 整 数 痰 , m， 该 反常 积分 收敛 ， 
因此 本 题 选 (D ). 


附注 应 记 住 无 界 函 数 反常 积分 收敛 性 的 判别 法 则 
设 函 数 刀 xz) 在 (c，!] 上 连续 ， 且 所 zx) =0,， 但 limf(x) =%， 如 采 存 在 常数 0 < < 1， 


使 得 lim (x -a) fx) 存在， 则 反常 积分 |/(x) ds 收 贷 ， 如 果 lim (x - e)7(s) 为 正 数 或 无 穷 


大 ， 则 反常 积分 | A(x) dx 发散 


8 
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(4) D 
分 析 利用 连续 函数 的 积分 和 式 的 极限 判定 正确 选项 . 
me “a [1l 1 
精 解 1i = 2 
0 | 
n n? 
1 < 1 1 1 
到 n > 1 n ;2 | 
5=1 1 + 一 1+ (| 
n n 
=a 1 lim 4 I 
和 
n n 
| ! 1 
| | 
1 1 
1 
= | 也 dy. 
| 上 (1 +x)(1 +y) 
因此 本 题 选 (D). 


附注 设 函 数 A(x) 在 [a,，5] 上 连续 ， 则 有 
(积分 和 式 ) 





(5) A 
分 析 ”利用 和 矩阵 秩 公 式 7r(4B) 夺 minir(4),r(B)| 判定 正确 选项 . 
精 解 由 AB=E 知 

m=r(E) =r(AB) <min|r(A), rr(B)|. 
由 此 可 知 , r(4)m, r(B) =m. 
男 由 A,，B 分 别 为 m xn 与 n xm 和 矩阵 知 

r(A)<m, r(B)<m. 

由 式 (1) ， 式 (2) 得 r(4) =r(B)=m. 
因此 本 题 选 (A ). 


附注 “应 记 住 以 下 关于 矩阵 秩 的 公式 : 
(1) 设 4 是 mxn 算 阵 , 则 7r(4) 夺 min|m, nj. 
(下 ) 设 4, B 都 是 mxn 算 阵 , 则 r(4 +B)r(4) +r(B). 
(下 ) 设 4, B 分 别 是 mxn 与 nxm 和 矩阵 ， 则 
r(4) +r(B) -nr(AB) <min|r(A), rr(B)|}. 








(6) DD 


(1) 


(2) 


分 析 ”利用 实 对 称 矩 阵 4 可 相似 对 角 化 ， 从 而 只 要 根据 题 设 条 件 确定 4 的 特征 值 
即 可 . 


精 解 由 4 为 4 阶 实 对 称 矩 阵 知 4 可 相似 对 角 化 ， 即 
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其 中 入 ，A,，A,， 本 由 4 满足 4 +4 =0 知 这 些 特征 值 是 方程 和 r+ 和 A=0 
的 根 ， 于 是 和 | ，A,，A;，As 只 可 能 为 0 或 -1. 由 于 r(4) =3， 所 以 这 些 特 征 值 中 有 且 仅 有 
一 个 为 0， 其 余 均 为 - 1 

因此 本 题 选 (D ). 


附注 ”应 记 住 以 下 两 个 结论 : 
( 1 ) 实 对称 和 矩阵 不 仅 可 以 相似 对 角 化 ， 0 








(站) 当 n 阶 矩阵 满足 f(A) =O( 其 中 A4) 是 4 的 多 项 式 ) 时 ，4 的 特征 值 只 征 方 
程 AA) =0 的 根 . 
(7) CC 
分 析 “利用 随机 变量 X 的 分 布 函数 (x) 的 性 质 P(X=a) =F(a)-F(a-) 即 可 算 
出 P(X=a). 
精 解 ”由 分 布 函 数 性 质 知 
P(X=1) =F(1) -F(1-) =(1-e-) - 广 = 广 -et 


因此 本 题 选 (C). 


附注 ”本题 的 随机 变量 X 既 不 是 离散 型 的 (因为 y=(x) 的 图 形 不 是 阶梯 形 的 ) ， 也 不 
是 连续 型 的 (因为 R(x) 不 是 连续 函数 ). 


(8) A 
分 析 利用 概率 密度 /() 的 性 质 | f(x) dx = 1 及 标准 正太 分布 概率 密度 和 均匀 分 布 概 


率 密度 的 性 质 确 定 正确 选项 . 
精 解 ” 由 f(x) 是 概率 密度 得 


| fa =. 1; af fd +6] fd 三 站 (1) 
由 于 所 (*) 是 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 ， 所 以 三 (x)dx = 十， 


由 于 所 (4) 是 [ -1，3] 上 均匀 分 布 的 概率 密度 ， 所 以 (4) dx = 二 dx = 了 


将 它们 代入 式 (1) 得 + =1， 即 2c +30 =4. 


因此 本 题 选 (A). 
附注 ”应 记 住 以 下 绪论: 
(1 ) 设 X~N(m,， 0 ) 的 概率 密度 为 f(x)， 则 上 A(x ) dx = f(x)dx = 广 ， 特别 当 
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3 1 
0 有 | A | f(s)dx = 本 
(二 ) 设 X-U(a, 5b), 则 当 [e, d]C[a, 5b] 时 , P(Xe[e, 四 ) = 2 和 
二 、 填空 题 
(9) 0 





分 析 ”由 参数 方程 求 导 方 法 算出 业 = y (1) 后 ,用 导数 定义 计算 3 


,y(t) -yr (0) 


t= 























ee 
d [ 2 
一 | ln(l1+z)dv 本 
精 解 业 - 和 = 
党 do —€ 
dt 
dy yb) 70) )) -eln(l +#) 
eg 0 pu x(1) x(0) li a 
2 
i = lim 二 上 =0. 
i™0 e 一 0 一 站 
2 mo 0 ee , 
附注 算出 史 (D) = 于 后 ， 用 4| =lg 守 h 一 2 人 ( 即 导 数 定义 ) 计 算 9 和 | 比较 
i=0 t=0 
快捷 . 
(10) —47n 


分 析 ” 先 令 上 = 后 再 用 分 部 积分 法 计算 . 


m2 令 1 = Vx 
精 解 | xcos Vxdx : 
0 








| tcos t * 2tdt = 2| tdsin t 
0 0 
= 2(tsint | | tsin tdt) = 4 | tdcos 
0 0 0 
= 4(icos 1| | cos tdt) = - 47. 
0 0 


附注 ”要 熟练 掌握 定 积分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 . 


2 
(11) 本 
分 析 添上 线段 84, 使 1- + B4 是 正 向 闭 曲线 ， 然 后 应 ?了 


用 格林 公式 计算 所 给 的 曲线 积分 ， 其 中 点 B(-1，0)， 
A(1, 0),， 五- 是 元 的 反 向 曲线 . 
精 解 二 如 图 B-10-1 所 示 . 所 以 8 站 ~ 


| md + Xdy = | xydx + x dy 
L 站 





图 B-10-1 
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二 全 (ardx +% dy — | ed 十 wdy)， (1) 


其 中 ， $xydr 十 x dy 三 | 2x -x)do (D 是 由 Li+ BA 围 成 的 闭 区 域 ) 





= 外 ar = 0( 由 于 忆 关 于 y 轴 对 称 , x 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ) ， 





| ydx + wdy = 0 (由 于 BA 在 直线 y = 0 上 )， 
将 它们 代入 式 (1) 得 | war + wdy =0. 
附注 “平面 上 关于 坐标 的 曲线 积分 ， 常 用 格林 公式 作 快捷 计算 ， 有 关内 容 见 《高 分 突破 》14. 
(12) 地 
分 析 按 形 心 坐标 计算 公式 计算 
外 ac 
fe 
其 中 用 ae = 于 Jao (其中 D, = | (ew) 1w+ 记 <:| 是 0 的 坚 举 标 为 :的 截面 在 x0y 平 

一 面 的 投影 ) 

RE 


Nae 外 [lao = | med 


i 
将 它们 代入 式 (1) 得 z = 二 = 
pn 





精 解 z = (1) 


附注 由 于 2 的 竖 坐标 为 z 的 截面 是 圆 ， 被 积 函 数 与 *，y 无 关 ， 所 以 有 ao 与 由 zac 都 
按 “ 先 二 后 一 ”方法 计算 . 


(13) 6 
分 析 _aw ，a,，@s 生成 的 空间 维 数 为 2 表明 r(a ，o ，w; ) =2， 由 此 计算 a 的 值 . 
1 1 2 
| 去 下 | 
精 解 记 4=(ai， :2 ， 0 ) 三 _1 0 则 由 题 设 知 r(4) = 
0 2 a 


对 A 施行 初等 行 变 换 . 
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1 1 2 1 1 2 1 1 2 
2 1 1 0 -1 -3 0 1 3 
A= = 一 一 一 
-1 0 1 0 1 3 0 0 0 
0 2 waw 0 2 a 0 0 a-6 


于 是 , 由 7r(4) =2 得 a=6. 
附注 ”向 量 空间 维 数 的 概念 是 . 
设 V 是 向 量 空 间 ， 如 果 存 在 个 线性 无 关 问 量 组 wm ，@;，…，@,， 使 得 V 中 的 任 一 癌 
量 都 可 由 这 一 向 量 组 线性 表示 ， 则 称 的 维 数 为 n. 
(14) 2 
分 析 ” 先 利用 对 的 概率 分 布 性 质 算 出 C， 然 后 由 A(X) = DX+ (EX) 计算 R(X). 
精 解 由 > P(X=k)=1, 即 》 和 =1 得 Ce =1, 所 以 C = e-. 因 此 和 的 概率 分 布 





为 P(X =k) = Doh =0,1,…), 即 外 ~ 7(1). 从 而 
E(X)=DX+(EX)’=1+1’ =2. 


附注 ”应 该 记 住 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 7(A) 的 随机 变量 X 的 数学 期 望 与 方差 : 
EX=DX =A. 








分 析 ” 先 计算 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 Y， 再 计算 所 给 微分 方程 的 一 个 特 解 y”， 
则 其 通 解 为 y=Y+y*. 
精 解 ” 所 给 微分 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 
特征 方程 -3r+2 =0 的 根 为 1 与 2， 所 以 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
Y=Cle" +C,e™. 











所 给 微分 方程 有 特 解 





y”=x(ar+b)e =(ax +bx)e’, (1) 
显然 ， (y*)'’=[ax +(2a+tb)x+b]e’, (y*)”=[ax +(4a+b)x+2a +2b]e:. 
将 它们 代入 所 给 的 微分 方程 得 
[ax + (4a+b)x+2a +20] -3[ax’ + (2a +b)x+b] +2(ax’ +bx) =2x, 
即 —2ax +2a -b=2x. 
比较 x 同 次 宕 系数 得 = -1, 5 = -2.， 将 它们 代入 式 (1) 得 
y” =(-x -2x)e"= -x(x+2)e'. 
因此 ， 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
y=Y+y” =Cie" +Ce” —x(x +2)e'. 
附注 ”应 熟练 掌握 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
y” +py" +qy =f(%) 
(其 中 p, g 是 第 数 ， 几 xz) =P,(x)e” 或 [P(x)cos Bx + 0Q,(%)sin Bx]ew“， 这 里 P, (x%)， 
P,(x) ，0Q,(x) 分 别 是 m，1，n 次 多 项 式 ) 的 通 解 计算 方法 
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(16) 

分 析 ”对 积分 上 限 函 数 求 导 , 算出 f(x) 的 所 有 驻 点 ， 然 后 列表 确定 (x) 的 单调 区 间 与 
极 值 . 

精 解 f(x) 的 定义 域 为 ( -%w ，+% ), 在 其 上 f(x) 可 导 ,， 且 由 


fn) = (eds = eva te 





得 f'(x) =2x| edt+ee™ :2x -ee™ .2x =2x| ed 
由 此 得 到 了 (x) 的 驻 点 为 -1，0，1， 据 此 列表 如 下 : 








x (-%~m, -1) 一 1 (—-1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +%) 
f'(x) = 0 + 0 党 0 + 
flx) a pd 六 六 























”由 表 可 知 /x) 的 单调 减少 区 间 为 ( -wm ，-1] 和 [0，1]， 单 调 增 加 区 间 为 [ -1，0] 和 
[1，+m ) ，7z) 的 极 小 值 为 扩 -1) =A1) =0， 极 大 什 为 


= 六 | 二 机 a 1 三 让 1 | 
f(0) = | (0-ne dt = |ie dt = -Fe" | =7(1-e"). 


附注 要 计算 | (x* -+)e “di 的 导数 ,必须 先 将 x 从 被 积 函 数 中 移 走 ， 故 需 将 | (x - 


站 ed 改写 成 x f eu = f ea 后 再 求 导 数 . 

本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》05. 

(17) 

分 析 ( 工 ) 由 于 两 个 定 积分 的 积分 区 间 相 同 ， 所 以 只 要 比较 在 (0, 1) 内 [In(1 +7)]” 
与 六 (n=1，2,…) 的 大 小 即 可 . 

( 开 ) 利用 ( 工 ) 的 结论 和 数列 极限 存在 准则 了， 计算 limu 

精 解 ( 工 ) 由 于 对 n=1,，2，…， lim |In it| [ln(l + 7)]” = limt" nil = 0, 所 以 





三 nilfin(i+0)]"di 与 [w|in t|dt 可 以 理解 为 连续 函数 |In 1|[In(1 + )]" 与 


”| mt (它们 在 + = 0 处 值 都 取 为 0) 在 [0, 1] 上 的 定 积分 , 所 以 只 要 比较 [ln(1 +t)]" 与 # 
在 (0, 1) 上 的 大 小 . 
当 0 <i<1 时 ,0<ln(1+i <t， 所 以 对 n=1,，2,，… 有 
[ln(1 +t)]”<r?", 
于 是 有 
[lInt| [ln(1 +t)]"<t |lnt|. 
从 而 ,对 n=1,，2,… 有 


「 [lInt|[lin(1 +1)1]"dt < fe |lnz|d. 
( 卫 ) 由 (了 工 ) 的 证 明知 ,对 n=1,，2,，… 有 
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1 1 
o<| Jil[nG+D]rd < | rllntld, (1) 
0 0 


1 1 1 
其 中 ， | t" | lIn:# | dt = 一 | t"ln tdt = 一 一 一 | ln idt""! 
0 0 0 








eq 1 n+l | 2 Pt+l 。 1 一 1 
el hs 上 7d)= (n+1)” 
所 以 式 (1) 即 为 
0 < [ |lnt|[ln(l +t) 1]"d < a (n= 1,2,.…), 
n 
De Ce 


于 是 ， 由 数列 极限 存在 准则 工 得 

limu, = lim | |Ins|[ln(1 +1)1"d: = 0. 
附注 “本 题 ( 工 ) 也 可 以 不 利用 ( 工 ) 的 证 明 结果 ， 直 接 计 算 ， 具 体 如 下 : 
由 于 ,对 于 n=1, 2,，… 有 

0 < | lIns | [In(l 41) Jd < mo | in £ | a. 
并 且 lim0 = limlnc2 | lntild=0 (由 于 limln"2 =0,| Int| dt 是 收 钱 的 反 第 积分 )， 
所 以 , 由 数列 极限 存在 准则 知 

limu, 三 lim "| |Ins| [ln(1 +7)1"dt = 0. 

本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 方法 见 《 高 分 突破 》02. 


(18) 

分 析 ” 先 用 缺 项 寡 级 数 收 敛 域 计 算 方法 算出 所 给 震级 数 的 收敛 域 ， 然 后 利用 震级 数 在 收 
伍 域 上 可 逐 项 积分 或 求 导 性 质 计 算 其 和 函数 . 

精 解 ”由 于 所 给 寡 级 数 是 缺 项 震级 数 ， 所 以 计算 收敛 域 应 利用 正 项 级 数 比 值 判 别 法 . 


i = 则 由 

















当 x = -1,1 时 ， 所 给 寡 级 数 都 成 为 交错 级 数 > 5 . 由 交错 级 数 的 莱 布 尼 茨 定 
理 知 此 交错 级 数 收 敛 ， 因 此 所 给 9 = - 


对 任意 xe[ -1, 1 二 -om 的 和 函数 为 \(x), 则 


= (—-1)"”™ Den 
六 汪汪 0 








sS(Xx 
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本 本 x 1 
“| > (-7) :dt = *| Tr = xarctan x. 
所 以 
uu n-l 
> = x =wxarctanx (xe[-1,1]). 








附注 ”本题 的 和 函数 也 可 由 逐 项 求 导 得 到 . 








Re > Si" 1， 则 两 边 求 导 得 
ra) = (De? = Ls, 





所 以 , 对 xe[l -1, 1],si(x) = s1(0) + | dh = arctan x (由 于 (0) =0)， 从 而 





5 
了 ™ =xarctanx (-1<x<1). 
a 


n=1 


本 题 的 有 关内 容 及 方法 见 《高 分 突破 》16. 

(19) 

分 析 ” 先 计算 轨迹 C， 然 后 确定 三 在 xOy 平面 的 投影 Dxy， 于 是 将 所 给 曲面 积分 转换 成 
Dxy 上 的 二 重 积 分 ， 算 出 工 

精 解 ”要 求 轨迹 C， 只 要 求 出 点 己 的 坐标 所 满足 的 方程 . 故 记 已 =(m，y，z) ， 则 它 
满足 xz + 和 +20 一 yozo =1. 

此 外 , 记 F(x, y,，z) = 和 +y +2z -yz 一 1， 则 5 在 点 PP 的 法 向 量 为 

(F(xo, yo, 20), F(xo, yo, 20), F(Xo, Yo, 20)) = (2x0, 2y0 -20, 220 -yo)， 
而 xOy 平面 的 法 向 量 为 (0, 0，1)， 所 以 , 由 $ 在 点 P 处 的 切 平面 与 x0y 平面 垂直 得 (2x。， 
2y -2，2z2 一 6)" (0,，0,，1) =0， 即 xo，y6。，zo 还 满足 2z -yo =0. 

因此 点 P 了 的 坐标 满足 




















| 

2 十 包 +20 — yoz0 =1. 
a 2z -y=0,， 

放 的 方程 为 | 即 |，3 ， 
+y +z -yz=1, % + 了 了 = 


记 三 的 方程 为 z=z(x*，y) ， 则 对 $ 方程 两 边 求全 微分 得 
2xdx + (2y -z)dy + (2z -7y)dz=0. 
0z 2x 0z 2y-z 
Ox y-2z” 07y7 y-2z’ 





所 以 


并 且 卫 在 x0y 平面 的 投影 为 站 ={ (x, 1 P+ 请 <1|， 因此 











| 2z | gS = 网 ( x+) |y -2z| | 


了 V4+ 和 十 太一 4yz 4+y +z -4yz 











88 . B 十 年 真题 精 讲 








do 











| (x +V3) |y -2z | Te 
Dy V4 +Yy +2 -4yz y 一 2z y 一 2z 





z=z(%,y) 








= (x +v3) |y-2z|. 4+y +2 -4yz 
Dy V4 +Yy +2 -4yz |y - 22 | 


Le + 3) do = .下 uc 
(由 于 D。 关于 y 轴 对 称 ,* 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ,所 以 xdc = 0) 


do 








z=2(%,y) 


2 
=/3xTxlx =27. 
V3 


附注 关于 面积 的 曲面 积分 上 (x, y, z) dS( 其 中 ,3;z = z(x,y)), 总 是 将 它 化 为 二 重 
积分 计算 , 即 


beers fers) fe Go + 











其 中 ，D, 是 3 在 *0y 平面 的 投影 ， 因 此 本 题 在 计算 用 《二 > 世 三 全 .ds 之 前 ， 先 要 算出 
机 a 
2z -7yY=0， 


D,,， 为 此 题解 中 将 C 的 方程 转化 为 3 2 _1， 这 样 成 为 5 的 被 柱 面 必 + 计 六 =1 所 堆 
4 EN 








下 的 一 块 , 于 是 Ds = | (x, 9) | 吧 二 于 2 二 1 

本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》15. 

(20) 

分 析 ( 工 ) 由 Ax=b 有 两 个 不 同 解 知 ，r(A) =r(4) <3(4 是 Ax =28 的 增 广 和 矩阵 ) ， 由 
此 可 以 算出 入 ，u. 

(I) 将 (了 工 ) 算 得 的 A, a 代入 Ax =b， 计算 它 的 通 解 . 


精 解 〈 工 ) 由 Ax =b 有 两 个 不 同 解 知 
r(4) =r(4) <3. 








对 4=(4 :5) 施 行 初等 行 变 换 . 





尖 和 了 | 

0 和 -1 | A -1 | 

1 1 Ail A 1 1ia 

人 证 人 . 允 A :1 1 
三 到 | 全 和 mt pe | | 

i 4 1 


入 -1 和 0， 
由 此 可 知 ， 和 A ，a 必须 满足 :1 -A*=0， 即 A=-1, a= -2. 
a—-A+l=0, 
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(本) 当 和 = -1, a= -2 时 ，Ax = 的 增 广 和 矩阵 为 








-1 1 Se Po 1 -1:1 
| 初等 行 变 ] E 
0 一 2 1 ta | 0 一 2 
1 1 -1 0 0 ;0 
3 
1 1 -1 1 1 0 -1 本 
1 
| 
0 0 0 0 0 0 0 0 
NN 
所 以 ，Ax = 与 方程 组 (1) 
Ma 二 一 一 


2 
同 解 ， 式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 有 基础 解 系 (1,，0, 1)". 此外, 式 (1) 有 特 解 


[等 ，- 二 9] 所 以 ， 式 (1) ， 即 Ax =5 的 通 解 为 











2 


(my ) "C1, 0, 1D)"+ -去 ,0]- 

附注 ”应 熟练 地 掌握 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 及 求 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 
的 方法 . 

n 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 (A) =r(4) =n( 其 中 = 
(4 :5b) 是 增 广 和 矩阵 )， 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 7(A) =r(A) <n 

本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 ( 高 分 突破 )21. 

Coy 

分 析 ( 工 ) 由 /的 标准 形 知 4 有 特征 值 A =1( 二 重 ) 和 和 =0， 利 用 实 对 称 和 矩阵 性 质 及 
题 设 算出 Q， 从 而 得 到 A. 

(1) 算出 4 +E 的 所 有 特征 值 即 可 证 明 它 为 正定 矩阵 

精 解 ( 工 ) 由 f(x,，%,，%) 在 正 交 变换 x = Qy 下 的 标准 形 为 凡 + 放 知 ， 实 对 称 矩 阵 4 
有 特征 什 =1( 王 重 ) 和 0， 是 对 应 竺 全 信 0 的 特征 向 量 为 (这 ,0 之] 

设 对 应 特征 值 =1 的 特征 向 量 为 (a，b，c)"， 则 由 实 对 称 矩 阵 的 性 质 (对 应 不 同 特征 
值 的 特征 向 量 正 交 ) 得 






































T 
0， | ” (a, 0， c) 7 =0, 即 c +c =0. 


该 方程 的 基础 解 系 为 (0，1,， 0)7 和 ( -1, 0，1)7， 所 以 ， 可 取 对 应 特征 值 A =1 的 特征 向 量 
为 (0, 1, 0)', (-1, 0, 1).. 
于 是 , 4 有 3 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 


0 1, 0 Cat -1, v, 1 | 攻 
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将 它们 单位 化 得 
a 和 ) _ -( 权 
El =é1 =(0， ] ， 0 ) 和 €, = | < | E32 0 ， 2 £3 6 2 ， 0 ， 2 和 
0 -只 
2 .27 1 
记 Q=(e, 8,, £3)=|1 0 0 |( 正 交 和 矩阵 ) ， sone-| 1 由 此 得 到 
0 闪光 8 
> 
人 2 0 1 0 
1 2 2 | 和 _- 沽 站 下 
A=0 1 QO"=|1 0 0 1 2 2 
0 渴 论 0 2 2 
Ug 2°032 
pa 0 1 0 1 1 
0 - 尘 0 二 0 -二 
2 网 站 2 2 2 
=|1 0 0 2 2 |= 0 1 0 
VD V2 VD 由 0 1 





(本 ) 显然 4 + 五 是 实 对 称 和 矩阵 . 
由 于 4 的 特征 值 为 A=1( 二 重 ) 和 0， 所 以 A +E 的 特征 值 为 
=1+1=2( 二 重 ) 和 1+0=1， 

即 4 + 五 的 特征 值 全 大 于 零 . 

因此 4 + 五 是 正定 和 矩阵. 

附注 “ 设 有 二 次 型 Ax ，x,，…，%,) =X'AX(X= (Xi, 00 a ) A 是 nn 阶 实 对 称 
和 矩阵) ， 则 以 下 两 点 值得 注意 : 

( i ) 当 利 用 正 交 变 换 x = Qy(y = (yi，y,，…，y,) ) 将 f 化 为 标准 形 f=Ayi + Asy2 + 
+ 和 ,J 时 ， 和 A,， 和 A,，…， 和 A, 部 是 4 的 特征 值 ; 

( 站) 当 利用 可 首 线 性 变换 x =Py 将 化 为 标准 形 f=diyi + dy +… +d,y; 时 , di，, d,， 
…, d, 未 必 是 4 的 特征 值 . 

本 题 为 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 方法 见 《高 分 突破 》23. 




















(22) 
分 析 ” 先 算出 关于 的 边缘 概率 密度 f(x) ， 然 后 计算 4 与 fy xy(y1 x*). 


精 解 由 于 f(x) = | f(x,y) dy = I Ae ”297 dy 
二 4e | e-0-92dy _- 4e-2 二 /Fhe™， 


所 以 由 f(x)dx =1 得 V34| e™dx =1, 即 4m =1, 因此 4 = 二 
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将 4= 二 代入 f(x,y) 及 fi(%) 得 
f(x, y) = -% <x<+%, -%<y<+%), 


(W)C rc +e), 


所 以 对 xse(-oco，+o) 有 


1 一 2x2 +2xy -2 





fyix(y |%) _f\%, y) _T 


fx(x%) 1 -2 
VT 
TT 


附注 在 题解 中 有 
| 4 V5, ed = VT, 
它们 是 利用 概率 论 的 有 关 结 论 得 到 的 ， 具 体 计算 如 下 : 
ne 
on V5 广 


机 变量 U~N(x， 方 的 概率 密度 ， 所 以 





(y-*)2 
2 于 ( < < +%) 是 随 





| ed 三 yn| | 人 = W/m: ls 
二 而 二 可 J 
2 
同样 可 以 得 到 edx = Vi 
本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《高 分 突破 》26. 
(23) 
分 析 ”注意 题 中 的 N, ~B(n, 1-0), N, ~B(n, 06-0), N,~B(n, 0), HN,+N,+ 
N; =n， 即 可 算得 a, ，a,，a 的 值 及 DT. 
精 解 ”由 于 NV, ，N ，N 分 别 服从 B(n, 1 -0), B(n, 0-9F) 和 Bl(n, 9)， 所 以 ,使 
得 7 为 9 的 无 偏 估计 量 ， 必 须 满足 : 
ET =E(aN, +ayN, +asNs) =aEN +a,EN, +asEN; 
=ain(1 -0) +an(0-0)+ang 
=nal +n( -a +a)0+n( -a, +as)0 =0, 
即 
nal +n( -a + )0+n( -a, +a3)0 =0. 
比较 上 式 两 边关 于 9 的 同 次 需 系 数 得 


nl =0, n( ~ai +a;) =1, n( -a,+a3) =0, 
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所 以 , a =0， ed 三 
n n 
将 以 上 a, ，a,，a; 的 值 代 入 了 得 
1 
n n n 


所 以 





pr=p( a Li )= Li 
n n 用 n 


附注 ”题解 中 有 两 点 值得 注意 : 
(i) 从 的 概率 分 布 ， 可 以 推出 N, ~B(n, 1-0), N, ~B(n, 0-0), N,~B(n, 0). 
(十 ) m 与 V; 未 必 相 互 独立 ， 所 以 在 计算 DT 时， 必须 将 N + NN 换 成 nN.. 
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二 选择 题 
(1) A 
分 析 由 所 给 的 四 个 选项 可 知 ， 本 题 可 在 a, b 都 不 为 零 的 情形 下 考虑 . 


精 解 由 于 f(x) =x—sinax=x— [wo +o(x')|=(1 —a)x + Fa +o(x!) 2 


(1 -a)x roa (x—0),， 


g(xX) =xln(1 ~-bx) ~x( -bx)= -bx (x—0), 
所 以 当 fx) ~&(x) (xz 一 0) 时 ， 


因此 本 题 选 (A). 
附注 ”寻找 wxo 时 函数 上 xz) 的 等 价 无 穷 小 的 步骤 为 
( i ) 作 变 量 代 换 1=x=-z， 按 以 下 方法 寻找 p(t) =h(t+wo) 在 1=0 时 的 等 价 无 穷 小 : 
(a) 利用 和 常用 函数 在 一 ”0 时 的 等 价 无 穷 小 : 
sint ~i, arcsint ~i, tan i ~t, arctan i ~i, 
In(1 +2) ~it, e -1~i, (1+1)* -1~ui(u#¥0), 1 -os 
(b) 利用 常用 函数 的 麦克 劳 林 公式 : 二 "0 时 


1 | 本 
en 十 ， a +o( 太 ) ， 


Ey en 2 Fo ), 


1 
0 “+( =1)" = 


In(1 40) =1—3 + “+(-1)" Tv +o( 太 ) ， 


nn 
nl 


( 开 ) 在 上 述 p(1) 的 等 价 无 穷 小 中 令 1 =x 一 xo。， 即 得 x 一 xo 时 有 h(x) 的 等 价 无 穷 小 . 


(2) A 
分 析 利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 确 定夺 为 正 ， 为 负 或 为 零 (k =1，2,，3,4)， 由 此 即 可 
得 到 正确 选项 . 


精 解 ”在 D， 上 ，ycos x 对 0( 仅 在 点 (0,， 0) 处 取 等 号 )， 所 以 了 = |yeos xdxdy > 0.D,,D, 
Di 


(1 +1)”=1 +ut+ 





t” +o(t"). 
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都 关于 x 轴 对 称 ,在 对 称 点 处 yeos * 互 为 相反 数 ， 所 以 = ycoswaxdy = 0， 


人 后 jees xdxdy = 0. 


在 D; 上, ycos x 丢 0( 仅 在 点 (0, 0) 处 取 等 号 ), 所 以 六 = | yeos xdxdy <0. 

因此 本 题 选 (A). 

附注 在 计算 二 重 积 分 或 比较 两 个 二 重 积分 大 小 时 ， 总 是 先 按 积分 区 域 D 的 对 称 性 化 
简 二 重 积分 . 对 于 二 重 积分 x，y) do ， 则 在 以 下 3 种 情况 下 

( 1) 当 D 关 于 x 轴 对 称 ， 且 f(x,，y) 在 对 称 点 (x,y) 与 (x，-y) 人 处 的 值 互 为 相反 数 ( 或 
彼此 相等 ) 时 ; 

( 开 ) 当 力 关于 y 轴 对 称 ， 且 f(x,，y) 在 对 称 点 (x, y) 与 ( -=x，y) 处 的 值 互 为 相反 数 (或 
彼此 相等 ) 时 ; 


( 道 ) 当 轧 关于 直线 y=% 对称， 且 f(x，y) 在 对 称 点 (x，y) 与 (y,*) 处 的 值 互 为 相反 数 
(或 彼此 相等 ) 时 . 


均 有 es, y)do =0 
(js mac= 2 有 JA(x,y)4o，D, 是 D 按 其 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 } 


(3) DD 
分 析 ” 按 积 分 上 限 函 数 的 性 质 排除 其 中 三 个 不 正确 选项 即 可 . 


精 解 当 -1<x<0 时 ，F(z) = | di=*<0， 所 以 选项 (A)、(C) 应 排除 

x) 在 [0，3] 上 除 点 «=2 是 第 一 类 间断 点 外 ， 处 处 连续 ， 即 fx) 在 [0，3] 上 可 积 ， 从 
而 P(x) = /i) dt 在 [0，3] 上 连续 ， 所 以 选项 (B) 也 应 排除 

因此 本 题 选 (D). 


附注 积分 上 限 函数 (x) = | (1) dt 具有 以 下 性 质 : 


( 1) 设 f(x) 在 [a, 5] 上 可 积 ， 则 F(x) 在 [a,， 5b] 上 连续 . 
(站 ) 设 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 则 F(x) 在 [a, 5] 上 可 导 , 且 下 '(x) =f(x). 


(4) Cc 

分 析 “从 正 项 级 数 入 手 考虑 . 

精 解 “考虑 选项 (C) 

当 小 15, | 收敛 时 ，| |5, | } 必 有 界 ， 此 外 由 题 设 lima, = 0 知 |a,| 有 界 、 所 以 存在 
M >0， 使 得 
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| 2， | <M, |a, | <M (n=1, 2, …). 
于 是 有 |e 中 |=|a,|1 165,16, | 万 WE |16, | (n=1,，2,，…). 从 而 根据 正 项 级 数 收 敛 


性 的 比较 判别 法 知 , 由 》 | 5 | 收敛 得 到 六 收 伍 . 
因此 本 题 选 (C). 


附注 对 于 抽象 的 正 项 级 数 > w 的 收敛 性 判别 ,往往 使 用 比较 判别 法 . 
此 时 需 对 wu 作 适 当 放大 与 缩小 ,寻找 一 个 正 项 级 数 > v,( 作 为 比较 级 数 ) ; 
如 果 存 在 收敛 的 正 项 级 数 一 > wu 收敛; 
如 果 存在 发 散 的 正 项 级 数 加 0 yD 发 散 
(5) A 


分 析 同时 算出 @,@, @ 到 @， 7, 3 和 到 w +@,，@, +Q@3，Q3 +w 的 过 渡 


抢 阵 ， 就 可 得 到 am, ， Fe, 3 到 mw +@,，@; +Q@3，Q@3 + 的 过 湾 和 矩阵 . 


1 0 0 
1 
1 1 0 二 0 | 
精 解 由 [ww ,二 wj=(wm we 2 让 
1 
和 
1 0 0 
1 1 让 允 1 1 0 
(an am) = [a 本 Se 2 =(m, 7%, 3%)|0 2 0|， 
1 0 0 3 
0 0 


1 0 1 
所 以 (am， to, + + )=(a aa)ll 1 | 
0 1 1 








由 此 得 到 所 求 的 过 渡 和 矩阵 为 





因此 本 题 选 ( A). 
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附注 设 @, @，…, @,; Bi1, B;，…, PB, 是 n 维 向 量 空 间 R" 的 两 组 基 ， 则 称 满足 
(Bi1, By，…, B,) =(@，Q@，…，Q,)4 的 n 阶 窍 阵 4 为 由 基 @， a,，…，@, 到 基 C， 
B;,，…, PB, 的 过 渡 和 矩 阵 4 是 可 道 矩 阵 ，A” 即 为 由 基 B,, B,，…, PB, 到 基 @，@&,， 
@; 的 过 渡 算 阵 . 


分 析 天 过 [5 全 渤 项 中 的 生 降 相 科 ， 判定 正确 选项 


© A 
精 解 “ol | 则 |C| = |4 | |B1 =6， 先 考虑 选项 (A). 


a 





-人 0 | (其 中 E, 是 2 阶 单位 矩阵 ) 
0 31BIE, 

-2 0 je- 1 C1 E， (其 中 已 是 4 阶 单位 矩阵 )， 
CO 9F， 


所 以 排除 选项 (A) ， 再 考虑 选项 (B). 


0 2- 0 A O 2B" 344 O 
34 O B 0O 八 34 O O 2BB 


的 于 O 


=6E,=|CIE,. 
0 21BIE, 





所 以 js 是 [ “5 | 
B 0 34” O 


因此 本 题 选 (B ). 
附注 “ 记 住 以 下 公式 是 有 用 的 . 
设 M,，M, 都 是 方 阵 ， 则 








MOT IMTM 0 

0 加 0 | M, | | 
0 M, 0 IM IM: 
M, ee 0 | 
M, P IMIM: -M:PM: 
0 a eo IM IM; | 
M 0 I MI M 0 

0 | MO MI 加 
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(7) C 
分 析 ” 先 算出 的 概率 密度 ， 然 后 计算 EX. 
精 解 ” 设 的 概率 密度 为 f(x) ， 标 准 正 态 分 布 的 概率 密度 为 p(x)， 则 


f(x) =F'(x) =0.3G'(x ) +0.79 (号 +)- 闻 











=0.39(x) +0. 359 [3] 


所 以 ,EX = | ad 0.3| pe) ds + 0.35 | «9 (3) 


> x—1 
t= 


= 0.35 | 0(*3 ju 一 一 一 0 35 | (人 41)09(4) .2d 





三 14| io(D)d +07 太 p(t) dt 


三 0.7 厂 pw(Dd = 0. 7. 
因此 本 题 选 (C). 


附注 ”由 于 g(x) = 





L 本 <%<+o), 所 以 有 
T 


| pd Se | xp) dr 0 


(8) B 
分 析 ” 按 分 布 函数 的 定义 计算 F(z). 
精 解 Ff,(z) =P(Z<z) =P(XY<z) 
=P(Y=0)P(XY<z |Y=0) +P(Y=1)P(XY=<z |Y=1) 


=3P(0< z| 了 = 0) +3P(X< z|Y=1) 





=3P(0< z) +3P (X< z)( 其 中 P(0=<z | 了 Y=0) =P(0<z) 是 显然 的 ， 











P(X<z|Y=1) =P(X<z) 是 由 于 XX 与 Y 相 互 独立 ) 
0，z<0， 
-11 + 二 8(z) (其 中 四 (>) 是 N(0，1) 的 分 布 函 数 ， 是 连续 
函数 ). 
由 此 可 知 ，F;(z) 只 有 一 个 间断 点 . 
因此 本 题 选 (B). 


附注 ”对 于 题 中 的 随机 变量 与 Y， 同 样 可 以 考虑 Fj(w) 的 间断 点 ， 其 中 Fj(w) 是 随机 
变量 U = 外 + 了 的 分 布 函 数 . 
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二 、 填 空 题 
Oz _ 1 用 2 0’z i 用 让 1 
(9) Or? =f, +2yf"%, +y fs OxOy =xf", + 用 +xyf', 





O02z 5 907z 
分 析 多 计算 上 wo 


精 解 由 革 = 记 (xz，m) +Yf/(x， 汶 ) 得 


92z 
Ox0y 
=Xf (x, xXy) th (x, XYy) txyfr xX, XY). 





=f (x, xy) x+tf x, xy) + yf (Xx, Ky) * x 








附注 ”如 果 要 计算 的 是 0 与 -0 ， 而 不 只 是 -9 ， 则 宜 采用 以 下 方法 快捷 计算 : 
Ox 9x9y Ox9y 


因为 a 2 ] =d[L(z， ao) +2f (x, yy)] 


=df'(x, xy) +dl yf'(x, xy) | 
=fudx +f rd(xy) +f'dy + ydf 
=fdx +f "(ydx +xdy) +f'dy +y[f dx +f"(ydx +xdy) ] 
本 
2 
所 0 0 


Ox 





0 
(10) y= -Xe +2+x 
分 析 ” 先 由 所 给 的 条 件 确定 常数 a, 5b， 然后 计算 非 齐 次 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
精 解 ”微分 方程 YW +ay’ +by =0 的 特征 方程 ”+ar+b=0 有 二 重 根 +=1， 所 以 a = -2， 
b=1. 于 是 所 给 的 非 齐 次 微分 方程 











y” -2 +y =% (1) 
有 特 解 
y =A+Bx. 
将 它 代入 式 (1) 得 4 =2, B=1， 所 以 y”=2 +x， 从 而 式 (1) 的 通 解 为 
y=Y+y =(C,+C,x)e" +2 +x, (2) 
且 yY =(CI+C+CxX)e +1. 
将 y(0) =2，y'(0) =0 代入 得 
Ci 十 2 = 之 ， 


即 C =0，C, = -1 
Ci1+(L+1=0， 


代入 式 (2) 得 所 求 的 解 y= -xe” +2 +x. 
附注 ”应 熟练 掌握 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
y +py' +q9y =f(%) 
(其 中 p，9 是 常数 , f(x) 为 ewP,(x) 或 ew*[0,(x)cosBx+R(x)sinBx], P,(x),0Q,(%*), 
R(x) 分 别 是 n，m, 1 次 多 项 式 ) 的 通 解 的 计算 方法 . 
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(1) 对 


分 析 利用 关于 弧 长 平面 曲线 积分 的 计算 公式 计算 . 
精 解 J xd 三 太 V1l+ (y')" dx 


V2 1 V2 1 
= | « v1+4rdx = | (1 + 4x7)3d(1 + 4x) 
0 0 


1 2 | 13 
= 襄 x 了 (1+42)| 一 

附注 关于 弧 长 的 (平面 ) 曲线 积分 都 按 以 下 公式 转化 成 定 积分 后 计算 : 设 f(x,y) 是 连 
续 函 数 ， 曲 线 工 是 光滑 曲线 ， 则 

(1) 当 L: y=y(x)(axs6) 时 , 


Jesse = [fxsy(s)) VI r TC) Ts. 


从 (2 


(iD $1: {70 


(to test ) 时 , 





Ja = { Fl) sy 0) eT + Ly Ta 
(了 于) 当 L:; r=r(0)(0,09<0,) 时 ， 





| f(r) = [Arlo)eos 0,r(0)sin 90) VECO) + [r(0) Jd0. 


4 


分 析 由 于 2 的 竖 坐 标 为 z 的 截面 在 x0y 平面 的 投影 为 于， 并 且 被 积 函数 与 +，y 无 关 ， 
所 以 采用 “ 先 二 后 一 ”方法 计算 所 给 的 三 重 积 分 

精 解 ” 由 于 Q 的 竖 坐 标 为 z 的 截面 在 x0y 平面 的 投影 为 D.= | (x, y) |x +y 1 -二 
所 以 





由 ao = | ja = | zr _ 2)dz = 27 [ez = 全 


附注 ” 当 0Q 的 竖 坐标 为 x 的 截面 在 x0y 平面 的 投影 为 圆 ,对 于 三 重 积分 用 f(z) dedydz 往 
0 
往 采 用 “ 先 二 后 一 ”方法 计算 , 但 本 题 也 可 采用 球面 坐标 计算 ， 具体 如 下 : 
2 球面 坐标 27 mT 1 5 2 
瞪 dxdydz | dg | dp | rcosgp*"r sin pdr 
0 0 0 





























T | 
己 2 | cos psin vdp | ridr 
0 0 


a 4 
o 5 15 





S War o {= cos'p) 


(13) 2 
分 析 通过 计算 4? 算出 4 =Bar 的 非 零 特征 值 
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精 解 记 4=Ba'", 则 A4?= (Bea') (Ba')=B(a'B)a' =2Ba" =24. 设 4 的 特征 值 为 和 A， 
则 A 满足 A =2A， 于 是 4 =Bar 的 非 零 特 征 值 为 2. 
附注 设 &, 7 都 是 二 维 非 零 列 向 量 ， 且 二 7 =a 关 0， 记 4 =mé ， 则 以 下 结论 是 有 用 的 : 
QC 
( 开 ) 4 只 有 一 个 非 零 特 征 值 A =v. 
(14) -1 
分 析 利用 EE X=np, E(S’)=np(1 —p)， 由 无 偏 估计 量 的 定义 计算 的 值 . 
精 解 ”由 无 偏 估 计量 的 定义 知 ， 要 使 XY+kS? 为 mp” 的 无 偏 估计 量 ， 必 须 满足 
E(X+kS )=np’, BE(CX) +kE(S)=np’. (1) 
记 总 体 为 了 ， 则 对 ~B(n,p)， 所 以 
E(X)=E(X)=np, E(S*)=D(X)=np(1 -7p). 





将 它们 代入 式 (1 ) 得 

np+hknp(1 -pp)=np’, BW k= -1. 

附注 ”应 记 住 以 下 结论 ; 

设 品 ,万 ，…, XY, 是 来 自 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 ， 其 均值 为 X， 方 差 为 S$， 则 
EX=EX, DX=, ES = DX. 

三 、 解 答题 

(15) 

分 析 先 计 算 fx,，y) 的 驻 点 ,然后 判断 各 个 驻 点 是 否 为 极 值 点 . 

精 解 f(x，y) 的 定义 域 为 上 半 平 面 y>0， 在 其 中 f(x, y) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 且 

和 无 =2x(2+7),f =2x2y+1+lny， 


Fi 


fi =0, 和 + 和 72)=0， 
有 得 =0， -二 (0 二 ， 的 一 驻 点 
而 2x2y+1+lny=0， 2 J o。 /是 用 x，y) 的 唯一 有 


由 于 je toiy= 2 +y) | coe 1]>0, 








e007] | 08- 202+7) 22- .02+ )>0, 


所 以 J(x，y) 有 极 小 什 /(0， 汪 = -十 ,无 极 大 值 








附注 “应 见 练 掌握 二 元 函数 极 值 的 计算 方法 ， 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》11. 
(16) 
国人 先 算 w， ee 然后 用 级 数 和 的 概念 或 震级 数 方法 计算 5, 与 5, 的 值 . 
精 解 ”对 于 =1， ， 昌 线 y = 和 与 y=x"* 的 交点 横 坐 标 为 x=0 和 x=1.， 由 平面 
图 形 面积 计算 公式 得 


LT 1 
n+l n+2’ 


| 
a, 至 | (2 一 wo ) dx 三 
0 
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oo 


WS Do (i) (i 




















‘I \‘nt+l 
= lim (地 1 )= 元 
mm \ 2 +2 2 
< < = 1 
S. 亿 人 =1)” = 
< * = n -元 2 ) n 
1 1 ll .1 1 1 1 性 -1 工 
-并 - 本 + 本 = (1- 闻 + 地- 六 + lb 
= =1-In(l+x)|, 
大 





"二 x",-1]<x1) 


(由 于 ln(1 +x) = > 


=1-1n2. 


附注 “收敛 数 项 级 数 > 的 和 S$, 有 以 下 两 种 常用 计算 方法 ; 


(i) 计算 部 分 和 数列 S$，= uw,(n = 1,2,…) 的 极限 , 即 $ = limS,. 


( 站) 构造 宕 级 数 》 wx", 算出 它 的 和 函数 /Lx)， 如 果 x = 1 在 f(x) = 》 wx" 的 成 立 范 


围 内 , 则 5S = f(1). 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》16. 





(17) 

分 析 (I ) 按 旋转 曲面 方程 写 出 $ 的 方程， 

(I) 先 确定 产生 5, 与 5, 之 间 立 体 的 平面 图 形 ， 
立体 的 体积 

精 解 ( 工 ) 8 的 方程 为 + 半 诗 二 -1 


为 了 写 出 5, 的 方程 先 确定 切线 方程 . 
然后 按 旋转 体 体积 计算 公式 计算 这 个 





为 计算 s, 的 方程， 先 算出 椭 国 和 叶 -1 的 过 点 (4,0) 的 切线 1 的 方程 


滔 呵 度 鸭 元 则 1 的 斜率 为 -了 故 1 的 方程 为 





3 
y= (1) 
2 2 
由 于 1 通过 点 (4， 0) ， 所 以 (wo， 加 ) 满 足 -yo = i BE +3 = (2) 
yo 
(3) 


此 外 ，(xo， 六 ) 在 椭 国 和 + 全 =1 上 ， 所 以 满足 时 + 各 1 
由 式 (2) 、 式 (3) 得 m =1，y = + 将 它们 代入 式 (1) 得 1 的 方程 为 
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y= -可 (zx-4) 和 7= 二 (xz 一人 


显然 它们 关于 x 轴 对 称 ， 所 以 5, 为 它们 中 任 一 绕 % 轴 旋 转 而 成 的 曲面 ， 其 方程 为 
(x = -7 -2 =0. 
(本 ) 5, 与 $, 之 间 的 立体 即 为 图 B-09-1 中 yh 
所 示 的 阴影 部 分 绕 % 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 ， 它 的 
体积 














V=V, -Vb,, (4) 





其 中 ,是 A4BC [其 中 4(1, 0),，B(4, 0)， 








c(1, 序 ] 俐 < 轴 放 转 而 成 的 圆锥 体 体积 ， 所 以 


1 3 了 9 
= 村 :ar(] 3 图 B-09-1 


友 是 曲 边 三 角形 48,C( 其 中 B,(2, 0) ) 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 体积 ， 所 以 


x x 5 
> = | dx = 3 (1 -二 jds = TT 
将 它们 代入 式 (4) 得 
9 5 
V=—TmT-—TmT=7. 


4" 4 


附注 ”题解 中 以 下 两 点 值得 注意 : 

( 1 ) 计算 曲线 的 切线 方程 时 ， 如 果 切 点 未 知 ， 则 总 是 先 确定 切 点 的 坐标 . 

(让) 本 题 计算 的 是 图 中 阴影 部 分 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 体积 ， 计 算 它 绕 y 轴 旋 转 而 
成 的 旋转 体 体积 VV 的 方法 为 


Vy, -| 六 [-3x-90 地 -六 8 -Fa | 
| )as +28| 全 | 


四 一 J 
2 2 

本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 方法 见 (高 分 突破 》09. 

(18) 

分 析 〈 工 ) 作 辅 助 数 (x)=/(x) -全 中 二 太 人 (4 -a)， 并 对 它 在 [a，5] 上 应 用 罗 尔 


定理 即 可 . 
( 卫 ) 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 按 右 导 数 定义 证 明 f'(0) 存 在 且 为 4. 


精 解 TD) 记 Fo)=7z) -大 2 二 人 ax -a)， 则 (x) 在 [a,，6] 上 连续 ,在 (a， 6) 内 可 
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导 , 且 F(a)=F(5)(=f(a))， 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 te (a, 5b), 使 得 (#8)=0， 即 
f(b) -fla)=f "(€) (6 -a). 
( 工 ) 由 题 设 知 ， 对 任意 xe (0,，65), f(1) 在 [0, x] 上 连续 ,在 (0, x) 内 可 导 ， 所 以 由 
拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 ge (0，x) ， 使 得 
Hz) -AOE -0), WW LH-ADY pg). 
由 于 x 一 07 时 ， E>0*， 所 以 
lim 人 9 人) limf (和 )= lm"()=4， 由 此 可 知 ，/4(0) 存 在 且 为 4 
附注 ”本题 ( 卫 ) 可 以 推广 为 : 
设 f(x) 在 点 x=c 处 连续 ,在 (c，c+6)(6 >0) 内 可 导 ， 且 limf (xz)=4， 则 了 (ec)=44; 
设 f%) 在 点 x=c 处 连续 ,在 (c -5,c)(6>0) 内 可 导 , 且 limf "(x)=B, 则 f/'(x)=B. 
这 一 推广 有 以 下 的 应 用 : 


a _ ffi(%), 
(xz)(x>x) 可 导 ， 人 >xo) 时 ,f(x) 在 点 xo 处 的 可 导 性 可 
按 以 下 方法 判别 : 

如 果 limf'(*) 和 limf# (x) 都 存在 且 相等 ， 则 (x) 在 点 x。 处 可 导 ， 且 太 (so)= limf (x) 


(或 lmf'(*)). 
本 题 ( 工 ) 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 方法 见 《 高 分 突破 》03 ，04. 
(19) 


分 析 ”考虑 应 用 高 斯 公式 计算 所 给 的 曲面 积分 工 
精 解 ” 由 于 是 闭 曲面 ， 可 考虑 应 用 高 斯 公式 计算 所 给 的 曲面 积分 [， 记 








> 。 其 中 (4) 在 点 «= 处 连续 ,用 (2) (x < 加 ) 可 导 ， 


























% Zz 





P(x, y, 人 Q(x, y, Hh R(x, y, 2)= 
(X ”十 十 和 十 入 ) 2 (2 十 入 和 (x 十 和 +2 ) 2 
则 oP _ yy +2 2x 90 _ x +2 -2y oR _ x +y 22 
、 三 » = ， 全 3。 
0x (2 十 入 +42 )7 9y (x? 十 入 +22)7 9z (x +y +2 )7 








由 于 P，Q, RR 在 的 内 部 点 (0,0, 0) 处 不 连续 ， 所 以 不 能 直接 应 用 高 斯 公式 计算 7， 
需 作 小 球面 马 : x +y +z =e*(& 是 充分 小 正 数 ， 使 得 3 完全 位 于 王 的 内 部 ) ， 方 向 为 内 
侧 ， 记 位 于 有 向 曲面 与 3 之 间 的 空间 为 2， 则 
xdydz + ydzdx + zdxdy 
3 (+ +) 

_ 人 xdydz + + dy -ee + ydzdx + ol 
3 2 
xdydz + ydzdx + zdxdy _ 高 斯 公式 

{中 人 ydz + 了 六 人 (2 有 jd 


要 
53+51 CE 











7 = 





(1) 
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-= 咱 y +z 2% WE. eb a x +y 22 
s+ =]u 
(和 Rj ee (x +y +z) 
= jos =0, (2) 
pe + ydzdx + A = [和 + DE + ydxdy 
(x +y + 2 3 2 


-的 了 HH 











A A 围 成 的 空间 , 即 **+ + 二 8?) 


Se BT (3) 


将 式 (2)、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 T=47. 

















附注 ”要 应 用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 fey de + Q(x,y,z) dzdx + R(x,y,z) dxdy, 


P,Q,R 必须 在 区 围 成 的 空 = 间 闭 区 域 2 上 具有 连续 的 偏 导数 ， 如 果 在 2 内 部 的 某 点 (xo， 
z0) 处 ， 这 一 条 件 不 成 立 ， 可 如 本 题 那样 引入 辅助 曲面 ， 把 点 (x6。，yo， es 








和 
三 


| 本 








斯 公式 . 





本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《高 分 突破 》15. 

(20) 

分 析 (1 工 ) 解 非 齐 次 线性 方程 组 算得 所 有 的 &,，&，. 

(本 ) 计算 (&1，é&,，é) 的 行列 式 ， 判 定 &，&,，é&, 线性 无 关 . 
精 解 〈( 工 ) 对 增 广 矩阵 (4 上 志 ) 施 行 初等 行 变换 ， 




















| ES 
(AIE)=I-1 1 1i 1 0 0 0iD 
‘Ss 4 
i 
一 | 0 1 一 二 上 > 1 | 下 
2 
人 
记 é, = (x1, %,, Ws 则 4é&, = 与 方程 组 
1 1 
Xl 而 一 7， 
a (1) 
2% 2 
同 解 ， 式 (1) 对 应 的 导出 组 的 基础 解 系 为 ( 方 ，- 方 , 1 ] ， 式 (1) 有 特 解 { -十 , 去 , 0 ， 
所 以 名 = [去 -去 , 1] + -去 ,去 0] = (二 C- 诗 ，- 计 C+ 村, C] (c 为 任意 
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常数 ). 
1 -1 -NI 1 -1 -1 2 2 0 
由 于 42 =-|-1 1 1-1 1 1|=| -2 -2 0|, 对 增 广 矩 阵 (42 1 ) 
0 -4 -2? 八 0 -4 -2 4 4 0 
2 20;- 1|11 0 | -二 
施行 初等 行 变换 : (4 1 5)=| -2 -2 0 1 让 
4 40;i:-2 0: 0 
记 é6 =(%, 》>， y3)", 则 4 = 与 方程 
1 
四 + 入 = 一 ee 


同 解 ， 式 (2) 对 应 的 导出 组 的 基础 解 系 为 ( -1, 1, 0) ”和 (0, 0, 1)”, 式 (2) 有 特 解 
| 2 0， 9] ， 所 以 , é&， = CI(-1,1,0) +C,(0, 0,1) + ( - 寺 0， o] = 








-7 
1 于 
-6 于 C1, | (G1, CG» 是 人 意 常 数 ). 
( 工 ) 因为 对 于 任意 C，C,，C, 有 


1 1 1 1 1 1 
™ Teg Og | TY m3 
区 _ 工 工 = _1 
1 CE G. 0 0 5 
= C C, 29 C C， 
1 1 
1 | -1 7C-7 1 
= ( 一 三 天 2 9 | 
( yx[ 3 7 0, 
-2 C 








所 以 ，é&1 ，é,，é; 线性 无 关 . 

附注 ( i ) 应 熟练 掌握 非 齐 次 线性 方程 组 求解 方法 . 

( 站) 要 判定 却 个 款 维 列 向 量 w ，% ，…，aw, 的 线性 相关 性 ， 如 果 这 nn 个 向 量 的 元 素 是 
具体 的 数字 ， 其 快捷 方法 是 构造 矩阵 4 = (@,， @,…, @,), 当 |4|z0 时 , @, @,，…， 
a 线性 无 关 ; 当 |4| =0 时 ，aw ，。，…，w 线性 相关 . 

本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》16. 

(21 ) 

分 析 ( 工 ) 写 出 f 的 算 阵 A， 然 后 由 |AE -A|(E 是 3 阶 单位 矩阵 ) 算 出 4 的 所 有 特 
征 值 . 

(I) 令 4 的 最 小 特征 值 为 零 ， 即 得 a 的 值 . 

a 0 1 
0 a -1 
1 -1 a-l 











精 解 (  ) f 的 矩阵 A = ， 则 由 
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A-a A-a 0 
0 A-a 1 
—1 1 A-a+t+l 
1 1 0 
0 A-a 1 0 A-a 1 
-1 1 A-a+tl 0 2 A-a+l 
=(A-a)[(A-a(A-a+1l)-2]=(A-a)(A-a-1)(A-a+2) 
知 4 有 特征 值 a -2，a，a+1( 由 小 到 大 排列 ). 
( 卫 ) 由 的 规范 形 为 y+y? 知 4 的 正 惯 性 指数 为 2， 负 惯性 指数 为 0， 所 以 A 有 两 个 正 

特征 值 和 一 个 零 特 征 值 ， 从 而 a -2 =0， 即 c =2. 














=(A-a) =(A-a) 




















附注 二 次 型 f(x，x,，…，%,)=x Ax( 其 中 x=(x,，x,，…，%,) ,A 是 实 对 称 和 矩阵 ) 
的 规范 形 是 唯一 的 ， 即 其 中 的 正平 方 项 个 数 p( 正 惯性 指数 ) 与 负 平 方 项 个 数 g( 负 惯性 指数 ) 
由 了 唯一 确定 . 


Pp 即 为 4 的 正 特征 值 个 数 ，g 即 为 4 的 负 特 征 值 个 数 . 
本 题 的 有 关内 容 和 计算 方法 见 《高 分 突破 》23. 
(22) 


分 析 (I ) 用 条 件 概率 公式 P(X=1 2=0)= 人 和 二， 计 和 P(X=1|Z=0). 


( 卫 ) 先 确 定 (X，Y) 所 有 可 能 取 的 值 ， 然 后 计算 (X,，7) 取 各 个 值 的 概率 即 得 (X，7Y) 的 
概率 分 布 . 














中 要 _P(X=1, Z =0) 
其 中 ，P(Z =0)=P| 两 次 取 球 都 是 从 1 个 红 球 、2 个 黑 球 中 取 的 | = [ 3】 = 二， 
P(X=1，Z=0)=Pi 取 到 1 个 红 球 1 个 黑 球 | -Ci 二- 部 
下 
将 它们 代入 式 (1) 得 PK=11Z=0)=2= 人 
4 
( 开 ) X,Y 全 部 可 能 取 的 值 都 为 0, 1, 2, 且 


P(X=0, Y=0)=PI 取 到 2 个 白 球 | = 8) = 一 ， 


4 
P(X=0, 了 =1)=P| 取 到 1 个 黑 球 1 个 白 球 | = 二. 志 = 卫 ， 
P(X=0, Y=2)=P| 取 到 2 个 黑 球 | - (= 省 ， 
P(X=1,， Y=0)=P| 取 到 1 个 红 球 1 个 白 球 | = 二" 乞 = 二 
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P(Y-=1, Y=1)=P| 取 到 1 个 红 球 1 个 黑 球 | -GT = 全 
P(X=1, Y=2)=0, 
、 /iY 1 
P(X=2,，Y=0)=P| 取 到 2 个 红 球 | = (二 -二 ， 
Bl yalSp(X2. Ya2I0. 
所 以 ，(X， 了 妨 ) 的 概率 分 布 可 用 表 表 示 如 下 : 
了 
0 1 2 
F F F 
1 部 0 
2 元 0 0 





附注 “计算 二 维 离散 型 随机 变量 (X， 妆 的 概率 分 布 的 步骤 如 下 : 
( i ) 确定 (X, 了) 全 部 可 能 取 的 值 ; 
(这 ) 计算 (X，Y) 取 各 组 什 的 概率 ， 此 时 往往 需 用 计算 随机 事件 概率 的 各 种 方法 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 计算 方法 见 (高 分 突破 )24. 
(23) 
分 析 ( 工 ) 先 计算 BX, 然后 令 样 本 均 信 了 = BX 得 到 和 的 矩 估计 量 (其 中 = 二 > xX ). 
(IT) 作 似 然 函 数 L(X) ， 计 算 使 它 取 最 大 值 的 和 即 可 . 
精 解 ( 工 ) X 的 数学 期 望 
EX = [f(x) de = [x "Axe “dx = A 三 > .Ae dx 





= AE(T)( 其 中 了 ~E(A) ， 它 的 数学 期 望 BT = ,方差 DT= 训 
- 21_1f 工 + 工 1-2 
=ATDT+ (ET)’] | + 十]= 广 
令 EX = 了 = 荆 >》X， 即 和 = 卫 按 短 估计 法 得 的 矩 估计 量 A = 二 
这 | 
(IT) 设 忆 ,不 ，…， ,的 观察 值 为 x; ，x,，…，x,， 则 似 然 函 数 为 
i Awxie Aero Awe Mr, Wy, >0， 
( yA) R= 其 他 














显然 ，L(A ) 的 最 大 值 应 在 x, ，x,，…，x, >0 上 取 到 ， 所 以 L(A ) 可 简 记 为 
L(A) (Xi ) ei, ?MX2 ”1 > 0， 


由 于 In L(A)= 2nlIn A-A Dx; + ln(xiX,*%, ). 
i=1 
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所 以 由 全 人 全) 





=0, 即 于- > w=0 得 4 = -2 = 之 (其 z= 上 
A 全? n 


> 区 % 5 
因此 ， 由 最 大 似 然 估计 法 知 的 最 大 似 然 估 计量 为 = 和 


附注 “要 熟练 掌握 总 体 未 知 参 数 的 两 种 估计 法 : 和 矩 估计 法 与 最 大 似 然 佑 计 法 . 
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~ 选择 题 

(1) B 

分 析 先 由 积分 上 限 函 数 求 导 算出 f(x) ， 然 后 计算 它 的 零点 个 数 . 

精 解 由 于 f '(x)=In(2 + Xx”) “2x =2xln(1 + x ), 它 的 定义 域 为 ( -w，+%w )， 所 以 
了/'(x) 仪 有 零点 x=0. 

因此 本 题 选 (B). 

附注 ”本题 的 点 x=0 是 函数 f(x) 的 最 小 值 点 . 

(2) A 

分 析 ” 先 算出 户 (0，1) 与 户 (0，1) ， 然 后 由 函数 梯度 定义 可 得 所 xz，y) 在 点 (0，1) 处 的 
梯度 . 

精 解 ” 太 (0， D= fx, 1) = Tarctan # 

















=0. 


y=1 





A(0, D= 号 70, )| = 时 


所 以 gradf(x, y) | =f (0, Di+f’'(0, 1)j7=i. 
因此 本 题 选 (A). 
附注 梯度 定义 如 下 : 
设 函 数 A 放 x，y) 在 点 (x。，Yo) 有 连续 偏 导 数 ， 则 
0 
设 函 数 所 zx，y，z) 在 点 (x，y ，2) 有 连续 俩 导数 ， 则 
a 
= A SE (ay yo， WN (Ge A zo ) 天. 





(3) D 

分 析 ” 先 利用 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 形式 与 其 特征 方程 之 间 的 一 一 对 应 关系 写 
出 特征 方程 ， 由 此 即 可 以 判定 正确 的 选项 . 

精 解 ”对 于 三 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ， 当 其 有 通 解 

y=Ce +C,cos 2x +C;sin 2x 
时 ， 该 微分 方程 的 特征 方程 有 特征 根 r=1，-2i 和 2i， 所 以 特征 方程 为 
(r-l)(r+2i)(r-2i)=0， 即 疡 - 产 +4r -4=0. 

由 此 可 得 对 应 的 微分 方程 为 多 -y+4y’ -4y=0. 

因此 本 题 选 (D). 

附注 ”应 熟 记 二 阶 或 三 阶 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 与 其 通 解 形式 之 间 存 在 的 
一 一 对 应 关系 . 
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(4) B 

分 析 ”由 于 要 考虑 抽象 数列 的 收 全 性， 并且 其 中 有 单调 有 界 等 条 件 ， 因 此 宜 利 用 数列 极 
限 存在 准则 开 ， 判 定 正 确 选 项 

精 解 ” 当 |x, ) 单调 时 ， 由 f(x) 单调 有 界 知 数列 | f(x, ) | 单调 有 界 ， 因 此 由 数列 极限 存在 
准则 荆 知 (x, ) 上 收敛. 

因此 本 题 选 (B). 

附注 ”数列 极限 存在 准则 工 是 : 

设 数列 |x,| 单调 不 减 或 单调 不 增 且 有 界 ， 则 |x, |) 收 全 , 或 者 说 ， 当 |x, } 单调 有 界 时 ， 
[x, | 收敛 . 


(5) C 

分 析 由 A =O， 按 可 道 矩 阵 定义 判定 正确 选项 

精 解 由 A ?=0 得 E-A;=E, 即 (E-A)(E+A+A’)=E， 所 以 E-A 可 道 . 
由 A”=0O 得 E+A”=E, 即 (E+4A)(E-A+A’)=E， 所 以 E+A 可 首 . 
因此 本 题 选 (C). 


附注 本题 也 可 从 A 的 特征 值 人 手 求解 . 

设 和 是 4 的 特征 值 ， 则 由 4”=0 知 和 A 满足 A =0， 从 而 入 =0， 即 4 的 特征 值 全 为 零 ， 
因此 五 -4 与 E+4 的 特征 值 都 为 1， 由 此 推 得 E -4 与 五 +4 都 可 逆 . 

(6) B 

分 析 ” 先 写 出 题 图 中 所 示 曲 面 的 方程 ， 然 后 由 惯性 定理 推出 4 的 正 特征 值 个 数 


x 


精 解 ”由 题 图 可 知 ， 二 次 曲面 (x，y，z)4|y |=1 在 正 交 变 换 下 的 标准 形 为 

















a 
由 惯性 定理 知 ，A 的 正 特征 值 个 数 为 1. 
因此 本 题 选 (B). 





附注 v0y 平面 的 双 明 线 2 人 -1 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 形 成 的 旋转 曲面 方程 为 


2 2 2 
2 | 


2 2 EE 
a b 





其 图 形 与 题 图 中 的 图 形 相 类 似 ， 所 以 题 图 中 的 晶 面 方程 为 二 -三 -三 = 


(7) A 
分 析 ” 按 随 机 变量 Z 的 分 布 函数 定义 确定 正确 选项 
精 解 ” 记 Z 的 分 布 函 数 为 f,(x)， 则 
F(x) =P(Z<x)=P(max|X, Y| <x) 
=P(X<x, Y<x)=P(X<x)P(Y<x)= F(x) 
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因此 本 题 选 ( A). 

附注 ”应 记 住 以 下 结论 : 

设 X,， 了 独立 同 分 布 ， 且 的 分 布 孔 数 为 F(x)， 则 UU=max|X， 了 站 与 V=min|X， 外 的 
分 布 函数 分 别 为 天 (x) 与 1-[1 -F(x)]. 

(8) DD 

分 析 ”排除 其 中 三 个 不 正确 选项 即 可 . 

精 解 由 pvw=1 知 并 与 了 正 相 关 ， 因 此 选项 (A) 、(C ) 排除 . 

如 果 了 =2X-1, 则 EY=E(2X-1)=2 :0-1= -1， 这 不 符合 Y~N(1, 4)， 所 以 选项 
(C) 也 应 排除 . 

因此 本 题 选 (DD). 

附注 ”这 里 给 出 选项 (DD) 为 正确 项 的 证 明 : 
=P(Y=2X+1)=P(Y-2X-1=0)=P(Y-2X-E(Y-2X)=0) 
= limP( |Y-2X-E(Y-2X)|<e) 


x 


三 1 - lim 


GO + 


3 (利用 切 比 雪夫 不 等 式 ) 


由 于 D(Y-2X)=DY+4DX -4Cov(X, Y)=DY +4DX -4pyy VDX D7=4+4-4xlx2=0， 
代入 上 式 得 1 二 P(Y=2X+1) 宇 1， 所 以 ,， P(Y=2X+1)=1. 


i 


bp 
分 析 ”将 所 给 微分 方程 改写 成 (xy)'=0 即 可 . 
精 解 ”所 给 微分 方程 可 以 改写 成 (xy)' =0， 所 以 它 的 通 解 为 
XY =C. 


将 y(1)=1 代入 上 式 得 C=1， 所 以 所 求 的 解 为 y = - 


Xx 


附注 所 给 微分 方程 也 可 以 改写 成 + 二 =0( 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 )， 它 的 通 解 为 








0 由 此 可 以 得 到 满足 y(1)=1 的 解 为 = 一 


(10) y=x+l1 
分 析 由 隐 函 数 求 导 算出 y'(0)， 由 此 即 可 得 到 所 求 的 切线 方程 . 
精 解 ”所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 

cos(xy) (y +xy’) re -1)=1. 


将 x*=0, y=1 代入 得 y'(0)=1， 所 以 所 求 的 切线 方程 为 
y-1=1. (x-0), 妈 Wy=x+1. 
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附注 关于 曲线 y =y(x) 的 切线 方程 计算 . 

( 1 ) 当 已 知 切 点 (x6。，%%)( 其 中 y=y(wo)) 时 ， 只 要 算出 y'(x,) 即 得 到 切线 方程 
y -Yo =Y (Xo0) (xX— Xo). 

(站) 当 未 知 切 点 时 ， 先 根据 所 给 条 件 算出 切 点 ， 然 后 按 (i) 的 方法 写 出 切线 方程 . 

(11) 


oo 


分 析 ” 作 变量 代 换 ， 将 > a, (x -3)" 转换 成 > a,(t +2)", 然后 按 所 给 条 件 确定 所 求 的 
收敛 域 . 
精 解 令 :+2=x-3， 则 


> ai(x -3)”= > ao,(i +2)". 


n=0 n=0 


由 题 设 知 全 a,(t+2)" 的 收敛 域 为 -2<t+2<2， 从 而 窜 级 数 > a,(% -3)" 的 收敛 域 为 


n=0 


_2 <x-3<2, 即 (1, 5]. 
附注 ” 当 竹 级 数 》 w (x -%%)" 的 收敛 半径 有 为 正 数 时 ， 收 伊 域 为 收 仇 区间 (x 一 R， 


xo +R) 及 其 收敛 的 端点 . 


(12) 47 

分 析 可 考虑 用 高 斯 公式 计算 . 

精 解 ” 由 3 不 是 闭 曲 面 ， 所 以 不 能 直接 应 用 高 斯 公式 计算 所 给 的 曲面 积分 ,为 此 添上 
马 ， 它 是 xOy 平面 上 的 圆 域 : x*” +y 二 4， 方向 为 下 侧 . 于 是 了 + 下 是 有 向 闭 曲面 ， 方 向 为 
外 侧 ， 并 且 


wardz +xdzdx + x dxdy 





























= 人 xydydz + xdzdx + x dxdy — yaya: +xdzdx +x dxdy, (1) 


区 二村 
Y+Z31 31 


其 中 ， syd tadedr edrdy = 人 [7) Ox Ox q 
0 








+ 一 + 
Ox 0y 0z 





(其 中 0Q= | (x， y, 2) |0<z= /4 -x -| 是 由 + 思 围 成 的 空间 闭 区 域 ) 
= 用 yq =0 (由 于 Q 关 于 平面 y=0 对 称 ， 且 y 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 有 | yd 


=0) ， (2) 
2T 2 
| syaya: +xdzdx +x dxdy = 一 | x dxdy = 一 [ db rcos’0 .rdr 
31 x2+y2 三 4 
2T 27 
= -2| 2cos?bdg =-2| (1 + eo0s20)d9 = - 47. (3) 
0 0 


将 式 (2) 、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
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| vara: +xdzdx +x dxdy =0 —( -4m)=47. 


附注 对 于 有 向 曲面 上 的 曲面 积分 P(x， y, z)dydz + OQ(%, y, z) dzdx + R(x, y, 


z)dxdy， 如 果 上 不是 闭 曲 面 ， 可 以 如 本 题 一 样 ， 添 加 一 块 曲面 也 ,使 得 + 3 是 外 侧 有 癌 
闭 曲 面 ， 然 后 应 用 高 斯 公式 计算 . 

(13) 1 

分 析 ” 按 矩 阵 特征 值 定义 计算 4 的 非 零 特 征 值 . 

精 解 ”由 题 设 4aw =0 =0 . a, ， 所 以 A =0 是 4 的 特征 值 ， 此 外 对 Aaq, =2aw +@, 的 两 边 
都 左 乘 矩阵 4 得 























A’a, =24aw +4a =4a ， 即 4(4a )=Aa,. (1) 
由 于 @，@, 线性 无 关 ， 所 以 4a =2aw +@, 关 0， 从 而 由 式 (1) 知 4 有 特征 值 入 =1. 
由 于 4 是 2 阶 和 矩阵， 所 以 4 的 非 零 特征 值 为 A =1. 
附注 ”由 题解 可 知 ，A 的 对 应 入 =0 的 所 有 特征 向 量 为 Ci@ (C, 是 任意 非 零 常数 ) ， 对 
应 入 =1 的 所 有 特征 向 量 为 C,(2@, +w ) (C, 是 任意 非 零 常数 ). 











(14) 云 
分 析 按 泊 松 分 布 的 概率 分 布 与 数字 特征 计算 


精 解 ”由 于 E( 庆 )=DX+ (EX) =1+1=2， 所 以 


P(X=E(X))=P(X=2)=77e"! -元 





附注 “要 熟 记 以 下 结论 : 
当 针 ~7(A) 时 , 外 的 概率 分 布 为 


天 
PK= 朋 = 和 en 0 
并 且 EX =DX =A. 


三 、 解 答题 
(15) 


分 析 所 给 极限 是 ”型 未 定式 ， 用 等 价 无 穷 小 代替 进行 求解 . 








精 解 jimL sin x —sin(sin x) |sin x _limsinx 一 hl sin X) Cy 
Xe ba x—0 
i ， 令 1=si i 1 1 1 . 1 
由 于 sin x - sin( sin 四 一 一 一/ -sint=i-— [ 30 +o( | ~ = sin i 
1 





所 以 lim 上 并 x—sin(sin x) |sin x = _1 
0 6 


区 0 % 
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附注 式 (1) 右 边 极限 也 可 使 用 洛 必 达 法 则 计算 : 


Timsia x—sin(sin x) _ Jime os *— Cos(sin %) cos X 





x—0 ; Xe 3 x 2 


cosx 1—cos(sin wx) 
m . 3 








= x 
—sin x 
1,. 1l1-cos(snx) 1,. 2 
= —lim ; 三 FE 
x—0 bd w= 0 





LS 1 
= Bim x 】 6 
本 题 的 解 题 方法 见 《 高 分 突破 》01. 
(16) 
分 析 考虑 用 格林 公式 计算 所 给 的 曲线 积分 . 
精 解 ” 记 点 4(m，0) ， 用 04 表 示 4， 则 
[sin 2xdx + 2(x -1)ydy = [sin 2xdx + 2(x” -1)ydy 


流 人 ~ 
04 


[sin 2xdx +2(x -1)ydy 
0 


= 一 4 sin 2xdx + 2(x’ -~ 1)ydy + 








0+07 
[sin 2xdx + 2(x” — 1)ydy, (1) 
O04 
从 式 2 
其 中 4 sin 2xdx +2(x” — Dydy < | [2(x -1)y] _ 09sin do 
万 Ox 9y 


Ee, 
AO+OA 





(其 中 DD = {|(%,y) 10 <x<7,0<yE sin «| 是 由 40 十 04 围 成 的 闭 区 域 ) 


过 jac 下 ae 三 4od 


时 ] 2xsin2xdqx = | x(1 -cos 2x)dx 
0 0 


al 一 了 sin 2 = «(x 一 了 sin 2 上 | (x 一 了 sin 2xjd 


0 





T 


1 ， 
TT (Sw + 1 2«] = 7T， (2) 


9 4 





[sin 2xdx +2(xz — 1)ydy 


04 


= [sin 21dt (由 于 04: 一 ， 起 点 0 的 参数 为 1 = 0, 终 点 4 的 参数 为 =) 


多 


= 0. (3) 


2008 年 全 国 硕 士 研究 生 入 学 统一 考试 试题 精 讲 “115 . 





将 式 (2) 式 (3) 代入 式 (1) 得 
[sin 2xdx + 2(x* -1)ydy = 一 pi 


附注 平面 上 有 问 闭 曲线 的 关于 坐标 的 曲线 积分 ， 常 用 格林 公式 作 快捷 计算 .平面 上 有 
向 非 财 曲线 的 关于 坐标 的 曲线 积分 ， 也 可 以 用 格林 公式 作 快 捷 计 算 ， 此 时 ， 只 要 适当 添上 一 
段 曲线 ， 使 积分 曲线 为 财 曲 线 即 可 . 

本 题 的 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》14. 

(17) 

分 析 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 计算 C 上 的 到 x0y 平面 最 远 点 和 最 近 点 . 

精 解 C 上 任 一 点 (x，y，z) 到 wxOy 平面 的 距离 为 |z|. 本 题 即 为 计算 函数 z 在 约束 条 件 
+) -2z=0 和 wxw+y+3z--5=0 下 的 最 大 值 点 与 最 小 值 点 ， 采用 拉 格 朗 日 乘 数 法 
求解 . 

记 F(x, y, 2)=z +A(x + -22) tu(x+y+3z-5), 





则 FF =2Ax + 内， 大 =2Ay th, PF =2z 一 人 Az +3k. 
由 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 令 
=0， 2Ax+ 人 =0， (1) 
F, =0， 2Ay + 从 =0， (2) 
F’ =0， 即 +2z -4Az+3u=0, (3) 
te0 | -2 0 (4) 
x+y+3z=5, 区 十 了 Y 十 32 = 95， (5 ) 


由 式 (1) 、 式 (2) 得 x =y， 将 它 代 入 式 (4) 和 式 (5) 得 
x= -5, y= -5, z=5 或 x=1, y=1, z=1. 
由 几何 意义 知 ， 曲 线 C 上 存在 距离 x0y 平面 最 远 的 点 和 最 近 的 点 ， 因 此 它们 分 别 为 点 
( -5$，-S$，5) 和 点 (1，1，1). 
附注 “本 题 也 可 按 二 元 函数 条 件 极 值 计算 
由 于 在 C 上 ,好 = 广 ( 巡 + 吧 )， 此 外 C 在 x0y 平面 上 的 投影 


和 5—-x-yY 
2 a 三 人 





因此 ， 本 题 只 要 利用 拉 格 朗 日 乘 妆 法 计算 (2 + ) 在 约束 条 件 + -2 (5 了 ] =0 
下 的 最 大 值 点 与 最 小 值 点 即 可 

本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《高 分 突破 》11. 

(18) 

分 析 ( 工 ) 按 导数 定义 只 要 证 明 对 任意 x*， 有 Jim 人 + 全) 一人 3 =J(x) 即 可 ， 


( 卫 ) 证 明 对 任意 x， 有 G(x +2)= G(x) 即 可 . 
精 解 〈( 工 ) 对 任意 x， 有 
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F(x + Ax) - F(x) 下 NoOd- 人 nodu | 凡人 积分 中 值 定理 7 过) Ax 
Ax Ax Ax Ax 
(EE 是 介 于 x 与 x + Ax 之 间 的 实数 ， 当 Ax 一 0 时 一 x) = f(t)， 所 以 


A 有 lim s+ EE) = Jimf(é) = fl%). 


由 此 可 知 F(x) 可 导 , 且 F(x)= f(x). 
( 工 ) 对 任意 x, 有 


G(x +2) = 2 fd = +2) [f(a 











2[f /a 十 三 maod]- (x 12) | /00d 
= 2[| Aa + [mod]- (x +2) [fd 
(由 于 f(1) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 ,对 任意 * 有 三 (nd 到 [WOE 


2| fd - «AD a 
所 以 ，G(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 


附注 设 p(x) 是 以 7T(7T>0) 为 周期 的 周期 函数 ， 且 是 连续 函数 ， 则 它 的 以 下 的 定 积 
性 质 应 记 住 : 


( i) 对 4 意 实数 ww(z)dr 可 | oC) a 于 We 

(这 ) 对 任意 整数 六 ,| (x) ds 到 中 pC) de 

( 道 ) 「 g(r) dy 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 | p(s)dx = 0 

(19) 

分 析 “ 先 算出 xz) 的 余弦 级 数 呈 + qcos 几 ， 然 后 由 狄 利克 雷 收 全 定理 确定 六 *)= 


名 ;> weos mx 的 成 立 范围 ， 由 此 算出 > 《二 以 一 的 和 . 
n=1 i n 





精 解 由 于 oo = 二 fw)ax = (1 一)ax = 二 


2 _D) _ 之 ， 
7 T 3 Bi 3™ ， 





a, = 二 | fr) eos nxdx = Ee! — x ) cos nxdx 
= 二 | (1 — x ) dsin nx = 二 [(l — x ) sin nx 因 +2| xsin nzdx | 
0 | xdeos nxX 二 一 3 [xeos nx | . 过 | eos nxdx | 


= $n Se 
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所 以 ， 
Uo = 1 和 < n-14 

A(x)=3 + > a,cos nx =1 -本 十 > (-1)" —cosnx (0<x<7). (1) 

n=1 n=0 L 


7 


由 式 (1) 知 人 0O)=1 -二 下 + > (-D 7 写 ， 即 
om (—1)"™ 1 人 ] 
> 生 呈 一 -于 [Ao) 14]= 计 (1 1+ = 各 


附注 ”这 里 指出 式 (1) 成 立 范 围 为 [0，"m] 的 来 由 : 
要 将 A(x) 展开 成 余弦 级 数 ， 首 先 应 将 f(x) 偶 延 拓 为 R(x)， 式 (1) 右 边 是 (x) 的 傅 里 叶 
级 数 . 由 狄 利克 雷 收敛 定理 知 


| bn + EB ( Se nx 
3 n=0 n 





























的 成 立 范围 为 [ -n,m] ， 因 此 式 (1) 的 成 立 范 围 为 [0，"]. 
(20) 
分 析 (〈 工 ) 利用 矩阵 秩 的 有 关公 式 证 明 r(4) 三 2. 
( 工 ) 利用 @, B 线性 相关 化 简 4 后 再 计算 它 的 秩 . 
精 解 〈 工 ) 由 于 r(aa7) 和 minjr(a) ，r(ar)} 大 1， 同 理 可 知 r(BB7) <1， 所 以 
r(A) =<r(ao') +r(BB') 三 2. 
(ID 当 @, 8B 线性 相关 时 ， 存 在 常数 上 ， 使 得 B = ha， 于 是 
A =aa' +BB' = (1+ 记 )aat， 
从 而 r(4)=r(ao) 三 1 <2. 
附注 “应 记 住 以 下 不 等 式 ， 
设 4, B 部 是 mxn 和 矩 阵 , 则 r(4+B)<r(4) +7(B). 
设 A,，B 分别 是 s xz 与 nxm 算 了 泗 ， 则 
r(4) +r(B) -nr(AB) <min|r(A), r(B)|. 


(21) 

分 析 〈 工 ) 利用 行列 式 性 质 将 |4 | 化 为 上 三 角形 行列 式 后 算出 |4 |. 

( 卫 ) 由 |4|z0 算 出 Ax=b 有 了 唯一 解 的 a 值 ， 并 由 克 莱 姆 法 则 算出 xi 

( 亚 ) 由 |4|=0 算 出 Ax =5 有 无 穷 多 解 的 a 值 ， 将 求 得 的 a 值 代入 Ax =b 即 可 得 到 











精 解 ( I) 








pa 1 2a 1 
a 2a 1 0 一 1 
2 
i a 
. ! a 2a 1 
li o 2a|,、 
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. 118.: 
2a 1 
0 Fe 1 
三 0 $a 
2a 1 
0 Fa 
0 
3 4 
=2a: 了 4 。 了 4 。 


( 开 ) 当 az0 时，|4| 关 0， 所 以 此 时 方程 组 4x = 有 有 唯一 解 ， 且 由 克 莱 姆 法 则 得 





1 1 
0 2a 1 
其 中 |4|=|: … …. 
0 0 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 


.n+l1 





n 





nxn 








a=(n+l1)a". 


| | 
! |A| (n+tl)a”’ 
2a 1 


a 2a 1 





多 








nxn 


na n 





四 Carta (n+tl)a 


( 亚 ) 当 &=0 时, 方程 组 Ax =b 成 为 


0 











(n-1)x(n-1) 


(1) 


(2) 


(3) 
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%, =1, 


xs =0 
它 与 方程 组 | ” “ 同 解 ， 此 时 wi 可 任意 取 值 ， 所 以 方程 组 (3) 有 无 穷 多 解 ， 其 通 解 为 


Mn =0 


附注 以 下 两 点 值得 注意 : 


(1) n 阶 行列 式 D, 通常 有 两 种 计算 方法 : 利用 行列 式 性 质 将 D, 化 为 三 角形 行列 式 ; 
按 一 行 或 一 列 展开 D,. 


(二 ) 从 同 解 方 程 组 ( 它 是 十 分 简单 的 方程 组 ) 直接 可 得 方程 组 (3) 有 无 穷 多 解 ， 并 获得 
通 解 . 


(22) 








分 析 〈 工 ) 由 [2< 冯 | =0]=P 人 (x+Y< 半 | 区 =0] 及 已 知 条 件 可 以 算出 要 求 的 条 件 
概率 . 
( 开 ) 先 算出 Z 的 分 布 函数 ， 然 后 计算 它 的 概率 密度 


精 解 (1) 7(z<# lx=0)=P(Y< x=0] 


2 
】 (和 用工 与 了 相互 独立 ) 





| 一 | 一 


= 本 (由 于 了 ~ V(0，1) ). 





( 卫 ) 先 计算 Z 的 分 布 函 数 Fxz(z) ， 然 后 求 导 得 到 它 的 概率 密度 广 (z). 
0，7y<0， 
由 于 了 的 分 布 水 数 (y)=4y,， 0 三 y<1, 所 以 有 
1, y>1, 
F(z) 
=P(Z<z)=P(X= -1)P(Z<z|X= -1) +P(X=0)P(Z<z|X=0)+ 
P(X=1)P(Z<z|X=1) 
=P(X= -1)P(X+Y<z|X= -1) +P(X=0)P(X+Y<z|X=0)+ 
P(X=1)P(X+Y<z|X=1) 
= [P(Y<z+1 [X= -1) +P(Y<z|X=0) +P(Y<z-1|X=1)] 


=3[P(Y<z+1) +P(Y<z) +P(Y<z-1)] 
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= 村 [Pr(z+1) + F(z) + F(z-1)] 
0, z+1<0, 0，z<0， 0， z-1<0, 
中 ao 中 sa 
1], z+l1>1 1, z>1 1， z-l1>1 
0, z<-1, 
z+1,—1<z<0, 加 tne 
a 1+z,0<z<1, = (1+2), -1<z<2, 
1 +z,]<z<2, 1, 加 
3 25 
1 =] -<2 人 <2 
从 而 po 全 
0， 其 他 . 


附注 由 于 Z = 和 + 了 是 离散 型 随机 变量 并 与 连续 型 随机 变量 了 之 和 ， 所 以 要 计算 2 的 
概率 密度 应 先 计算 2 的 分 布 函 数 . 

本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》25. 

(23) 

分 析 ( 工 ) 计算 Ek7, 证明 7 了 是 jw 的 无 偏 估计 量 . 

( 卫 ) 利用 外 ~x(k) 的 DX=2k, 算出 DT. 

精 解 (  ) 由 于 


B7=E(Y -Ts =E(P) -TE(S)=DX+ (EX)?’ -TE(S’), (1) 











其 中 DX= 二 go*，EX=p，E(S*)=o?， 将 它们 代入 式 (1) 得 


ET= Lo’ + sg =W. 
n n 








所 以 ,7T 是 jw 的 无 偏 估 计量 . 
(I) 当 4=0, o=1 时 ， xX~N(0, | 所 以 n 人 P= (1)， 此 外 (n -1)S ~x¥ 


n 


(n-1)， 并 且 由 匀 与 5 相互 独立 知 n 这 与 二 5 相互 独立 ， 所 以 





DT =D(X) +D (Ts = 上 p(n 广 ) tr Dn 1)8"] 
1 1 2 
nn? a a 
附注 设计 ， 针 ，…,X, 是 来 自 正 态 总 体 WA， ) 的 简单 随机 样本 ， 则 它 的 均值 碟 


和 方差 $ 有 以 下 性 质 : 
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2 


(i) zm “) (n-1)5? ~xXY(n-1), 并 且 耻 与 5* 相互 独立 . 
人 
用 n 


(下 ) E(S?)=0o， Pre)= 22- 


n-l 


本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》28 ，29. 
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一 、 选 择 题 
(1) B 
分 析 利用 x 一 0 时 的 常用 等 价 无 穷 小 寻找 yx 的 等 价 无 穷 小 . 


1 +x 
n 


]r 
三 1 一 
EN 
x—0+ x x—0+ Mx x—0+ x x—0+ x x—0+ x 











1 +x 
时 ， I 
1 -wx 


因此 本 题 选 (B ). 

附注 “应 熟 记 以 下 的 常用 等 价 无 穷 小 : 

x 一 0 时， 

sin x ~X, tan x ~%, arcsin x ~%, arctan x ~%, 

In(1 +x) ~x, e -1 ~x, (1l+x)” -1 ~ux(M#0), 1 -cosx ~ 

(2) DD 

分 析 “分 别 确定 所 给 曲线 的 铅 直 渐 近 线 和 非 铅 直 渐 近 线 的 条 数 ， 得 到 正确 选项 . 
精 解 ”由 于 仅 当 * 一 0 时 , y 一 o ， 所 以 x=0 是 曲线 的 唯一 铅 直 渐 近 线 . 





由 于 a, = lim lim [二 + 于 = lim e+e) lim stm te ) 1, 
b= lim (y -a%)= lim (y -*)= lim [二 +x+ln(1 te 一 ) -xz] =0， 

所 以 曲线 有 非 铅 直 渐 近 线 y =x( 和 斜 渐 近 线 ). 

由 于 -mi [六 + |=0， 

by lim (y-0 “xX)= lim [+in( +e”) | =0， 

所 以 曲线 还 有 非 铅 直 渐 近 线 y =0( 水 平 渐 近 线 ). 

因此 本 题 选 (D ). 

附注 ”对 曲线 y=y(x) ， 如 果 极 限 

a = lim 人 (2 与 5=lim[y(*) -ax] 0) 


都 存在 ， 则 直线 y = ax + 是 曲线 y =y(x) 的 非 铅 直 渐 近 线 . 
如 果 a 或 4 不 存在 ， 则 应 对 式 (1) 分 别 考虑 x 一 +% 和 x 一 -ow 的 极限 . 


(3) C 
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分 析 由/f(*) 是 奇 函 数 知 (x) 是 偶 函数 ， 所 以 只 要 根据 定 积分 的 几何 意义 算出 F(2 ) ， 
F(3) 即 可 判定 正确 选项 . 
精 解 ” 记 区 间 [0, 2] 上 、[2，3] 下 的 半圆 分 别 为 p,，D,， 则 


F(2)= 三 ADd= 记 的 面积 = 二 





F(3)= [AD dt=D, 的 面积 -D， 的 面积 = 廊 " 一 训 T = 
此 外 ， 由 f(x) 是 奇 函数 知 (x) 是 偶 孙 数 ， 所 以 
Fl -3)=F(3)= 训 n=3F(2). 

















因此 本 题 选 (C). 
附注 ” 记 住 以 下 结论 . 
设 扩 >) 是 连续 函数 ， 则 当 灰 <) 是 奇 函 数 ( 个 函数 ) 时 ,| An) di 是 偶 函数 ( 奇 画 数 )， 








(4) D 
分 析 利用 函数 x) 在 点 x=0 处 连续 ， 排 除 其 中 三 个 正确 命题 即 可 . 


精 解 ” 由 lim 人 区 存在 知 lim (x)=0. 于 是 由 (x) 在 点 =0 处 连续 得 /(0)=lim/(x)=0， 以 


及 /'(0)=lim 太 中 人) -lim 奴 于 存在 .所 以 选项 (A) 、(C) 都 应 排除 ， 








此 外 ， 由 lim 人 A) + 内 一双 存 在 知 lim[/(4) +f( -x)] =0. 于 是 由 fw) 在 点 x=0 处 连续 


得 2f(0)=0， 即 0)=0. 所 以 选项 (B) 也 应 排除 . 
因此 本 题 选 (D ). 


附注 “ 记 住 下 列 结论 : 


设 函数 5(z) 在 点 局 处 连续 ， 目 lim 全 2 =4， 则 g(xo)=0，g5 "(x0)=4 
Xx0 ee 0 


(5) D 
分 析 ”由 于 条 件 中 有 f/”"(x) >0， 所 以 广 (x) 单 调 增加 ， 因此 可 以 从 考虑 级 数 > (w= 
u, ) 人手 . 


精 解 ”对 f(x) 在 [n,n+1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 &, e (n,n +1)， 使 得 
ws uu, =f n+1) -fn)=f (6,) ntl-n)=f (6,) (n=1, 2, …). 
由 于 f"(x) >0， 所以, f'(é,) 三 f (1)， 因 此， 当 w <w, 时 ， 有 


Ut Uw -uw >0(n=1, 2, …). 


由 此 得 到 lim (w, ,1 一 ) 兰 0， 即 > (wy 一) 发 散 ， 所 以 n 一 w 时 ,uw =u + > (u, — 


wi) 的 极限 不 存在 ， 即 {u} 发 散 . 
因此 本 题 选 (D). 
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附注 ”本 题 如 题解 那样 通过 证 明 获 得 正确 的 结论 是 比较 困难 的 ， 对 选择 题 可 通过 举例 排 
除 其 中 三 个 不 正确 的 选项 来 获得 正确 选项 ， 具 体 如 下 : 


函数 /x)= -Nw， 记 (*)= 二 ， 户 (*)= 洲 在 (0，+%) 上 都 有 大 于 零 的 二 阶 导数 . 





对 扩 (x) 有 w= -1> -他 = 四， 但 fuj ={ -Va 发 散 ， 排 除 选项 (A). 
对 (x) 有 w=1> 方 =ww， 但 fu} = | 政策 ， 排 除 选项 (B) 
对 及 (*) 有 w=1<4=&， 但 {u,} = fo 3) 发散 ， 排 除 选项 (C) 


因此 本 题 选 (D). 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 及 计算 方法 见 《 高 分 突破 》05. 
(6) B 


分 析 注意 到 | (xz，y)dy = | dy 即 可 得 到 正确 选项 ， 
精 解 ” 记 点 M, NN 的 坐标 分 别 为 (xy， yu) (wy, yw) ， 则 由 yu >0， yw<0 得 


人 Ke Day= | dy=7y -yu <0 

因此 本 题 选 (B). 

附注 计算 曲线 积分 时 ， 要 注意 被 积 函 数 中 的 变量 必 满足 积分 曲线 方程 利用 这 一 点 往 
往 可 以 化 简要 求 的 曲线 积分 ， 

对 于 曲面 积分 也 有 相似 的 说 法 ， 

(7) A 

分 析 “ 按 向 量 组 线性 相关 定义 判断 正确 选项 

精 解 对 选项 (A) ， 由 于 

1 (am-o)+1 (om-mo)+1 (a -ai)=0， 


所 以 ,mw -o，mw -oa ，a; -ww 线性 相关 . 





因此 本 题 选 (A). 
附注 “选项 (B)、(C)、(D) 的 向 量 组 都 线性 无 关 ， 可 按 以 下 快捷 方法 证 明 : 由 于 
IO 
(a + mo+mo mt+a)=(a， @,, @,) | 1 0|, 其 中 a ，a,，a, 线性 无 关 , 上 是 
(0 
0 
1 1 0|=2 关 0， 所 以 w +@,，@, +Q@;，@; +w 线性 无 关 . 同样 可 证 w -2a ，o -2@;， 








Ql 
Q; -2@ 线性 无 关 ，@ +2@,，Q, +2@s，Q@; +2@ 线性 无 关 . 

(8) B 

分 析 由 于 4 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 可 从 计算 4 的 特征 值 人 手 . 
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精 解 记 互 为 3 阶 单位 矩阵 ， 则 由 


和 A-2 1 1 
IAE-A|= 1 A-2 1| =A(A-3)”=0 
1 1 A-2 


得 4 的 特征 值 为 0，3( 二 重 ). 此 外 ， 容 易 看 到 B 的 特征 值 为 0，1( 二 重 ). 

由 此 可 知 4 与 B 的 特征 值 不 全 相同 ， 所 以 不 相似 . 但 是 4 与 B 的 正 特征 值 个 数 、 负 特 
征 值 个 数 分 别 相等 . 所 以 4 与 B 合同. 

因此 本 题 选 (B). 

附注 ( i ) n 阶 实 对 称 矩 阵 4 与 B 相似 必 合 同 ,但 合同 未 必 相 似 . 

(让) n 阶 实 对 称 和 矩阵 4 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 4 与 BB 有 相同 的 特征 多 项 式 ; 合 后 





的 充分 必要 条 件 是 二 次 型 f(x ， XN," , Wa) A X2 ”3 x,)=Xx'Bx( 其 中 x = 
(xi，%2，"…，%,) ) 有 相同 的 规范 形 . 
(9) C 


分 析 ”随机 事件 | 第 4 次 射击 恰好 第 2 次 命中 目标 | 是 相互 独立 随机 事件 | 前 3 次 射击 恰 
好 有 一 次 命中 目标 | 与 | 第 4 次 射击 命中 目标 | 之 积 ， 由 此 即 可 算出 要 求 的 概率 . 
精 解 记 4= {第 4 次 射击 恰好 为 第 2 次 命中 目标 }， 
B={ 前 3 次 射击 恰好 有 一 次 命中 目标 }， 
C= {第 4 次 射击 命中 目标 }， 
则 P(A)=P(BC)=P(B)P(C)= Cp(1 -p)” :p=3p (1-p).. 
因此 本 题 选 (C ). 


附注 顺便 可 以 考虑 与 本 题 相关 的 一 个 问题 ， 即 计算 某 人 第 4 次 射击 恰好 第 2 次 命中 目 
标的 条 件 下 ， 第 1 次 命中 目标 的 是 第 3 次 射击 的 概率 

记 D={ 第 1 次 命中 目标 的 是 第 3 次 射击 }， 则 所 求 的 概率 为 
PLD4) _ (1-p)’p” _1 


RA) Bl=) 3 





P(D|A)= 





(10) A 

分 析 ”由 条 件 概率 密度 计算 公式 即 可 确定 正确 选项 . 

精 解 ” 由 于 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ， 且 外 与 Y 互 不 相关 ， 所 以 人 与 Y 相 互 独立 . 从 
而 friy(x ly)=fi(%). 

因此 本 题 选 (A). 

附注 ”由 于 本 题 的 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分布 ， 所 以 对 任何 y 有 fy(y) 关 0， 从 而 对 任何 
y, fxly(%|y) 都 有 意义 . 
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分 析 先 令 1= 二， 然后 用 分 部 积分 法 计算 











附注 ” 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 是 定 积分 的 两 种 基本 的 计算 方法 ， 应 熟练 掌握 ， 有 时 将 
它们 结合 起 来 使 用 ， 能 使 计算 更 加 快捷 . 








9Z ee y-lre’s x ’ 
(12) = f+y Iny, 
分 析 按 二 元 复合 函数 求 偏 导数 方法 计算 . 
* 二 7 0z 二 Ox 下 0)” 
解 Ox = Ox +f， Ox 


=yx” f+y Inyf 
附注 如 果 要 同时 计算 光 与 元， 则 可 从 计算 dz 人 和 手 ; 


由 dz = 三 ,dv + 三 dp = 三 dx7 +f'dy” 
=f (yx dx +xln xdy) +f'(y'In ydx +xy*” dy ) 


=(yx of ty Iny fdr+t (wnx ef +t+ary f/f’)dy 


得 0 
Ox 
人 
07 


(13) y= Ce +C,e™ -2e” 

分 析 ” 先 计 算 所 给 微分 方程 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 Y， 然 后 计算 所 给 的 非 齐 次 
线性 微分 方程 的 一 个 特 解 y*. 由 此 得 到 要 求 的 通 解 y=Y+y”. 

精 解 ” 所 给 微分 方程 














y”-4y’ +3y =2e”™ (1) 
对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 

y"-4y’'+3y=0 (2) 
的 特征 方程 为 -4r+3 =0， 它 的 根 为 -=1，3， 所 以 式 (2) 的 通 解 为 








y=Ce" +C,e™. 
式 (1) 有 特 解 为 y”=Ae”*， 将 它 代入 式 (1) 得 
4Ae” -8Ae” +34e” =2e*, 即 A= -2. 


所 以 y = —2e™. 因此 式 (1) 的 通 解 为 
y=Y+y” =Ce”+C,e™ -2e™. 
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附注 ”如果 将 所 给 微分 方程 改 为 
y”"-4y’'+4y =2e™, (3) 
则 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 y= (C, + Cx)e”*. 此 外 式 (3) 有 特 解 y”=x”. 4e*， 将 
它 代 入 式 (3) 得 4=1. 所 以 y”=w e”*. 从 而 式 (3) 的 通 解 为 


y=(C +C,%)e” + 和 ie 








(14) 


分 析 ” 先 利用 3 的 对 称 性 化 简 所 给 的 曲面 积分 ， 然 后 计算 . 


E> 





精 解 由 (x+|y|)ds= fxds+ ff [ylds. (1) 


由 于 三 关 于 y0z 平面 对 称 ， 在 对 称 点 处 * 的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 昌 *ds =0, 由 于 5 关 
于 三 个 坐标 平面 都 对 称 ， 在 对 称 点 处 |y | 的 值 彼此 相等 ， 所 以 | 
1ylas=8 yas (其 中 马 : x+y+z=1，x>0, y>0，z>0 是 的 第 一 卦 限 部 分 ). 
将 它们 代入 式 (1) 得 
f+ Das=s | ys 





ly rr) | do 


(其 中 D, ={(x, y) |x+y 志 1,，x 宇 0, y 宇 0} 是 巴 在 x0y 平面 的 投影 ) 
=8 Ea B| dx] ydy=48] God -4 
附注 ”计算 关于 面积 的 曲面 积分 时 ， 总 是 先 按 曲面 的 对 称 性 进行 化 和 位， 这 种 快捷 计算 方 
法 见 《 高 分 突破 》15. 


(15) 1 
分 析 “只 要 算出 矩阵 43 ， 即 可 得 到 43 的 秩 . 





0 10 0W0 10 0W0 100 
糯 争 由 于 4201 010lo0010 
000 1llo0o00 1lo001 
0 0 0 0No 0 0 0No 0 0 0 
00 1 0W0 10 0 /0001 
000 1llo0 10| ioo00 
“~Io0o000I000 1|1000 0 
0 000ANo000) \0000 
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所 以 43 的 秩 为 1. 























1 10 0 
上 0110| . 、 
附注 ”顺便 考虑 rs 它 可 快捷 计算 如 下 : 
0 0 0 1 
1 1 .00 1 0 10 0 
0 1 10 1 O010 
= 五 +4， 所 以 
| 1 oo eA 
0 0 0 1 1 0 0 0 0 
IT 
0 1 10 ， YE 
=(E,+A) =E,+3A +3A +A 
00 11 
0 0 0 1 
1 0 1 0 0 00 10Y /0001 
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
三 +3 +3 十 
1 0 0 0 1 0 000| |10000 
1 0 0 0 0 0 000) oo000 
和 
I®@ T1339 
“so00 131 
0 0 0 1 
3 
(16) 4 
分 析 ” 设 两 个 数 为 X，Y， 则 它们 是 相互 独立 的 随机 变量 ,日 都 在 (0，1) 内 服从 均匀 分 布 . 
Pe ] ， 2 ) eD, 
精 解 〈X, 7 了 ) 的 概率 密度 f(x， = 人 0 和 其 中 D={(x, y) 10<x<1, 0<y<1}, 所 
以 所 求 的 概率 为 


PIX-Y|< 广 ]=PCX, DeD) (其 中 D,={(x,) -yl< 雪 ) 


= (x, y)do = ‖ do (其 中 DNp, 如 图 B-07-1 阴影 部 分 所 示 ， 其 面积 =- 也) 


DND!I 
ye Ss 
4 . 


附注 “在 区 间 (0,1) 内 随机 地 取 两 个 数 "， 表明 这 两 个 数 ,，Y 相互 独立 ， 且 都 在 
(0，1) 内 服从 均匀 分 布 
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图 B-07-1 


三 、 解 答题 

(17) 

分 析 先 计 算 fx,，y) 在 D 的 内 部 的 所 有 可 能 极 值 和 在 D 的 边界 上 的 最 值 ， 然 后 将 这 些 
值 进行 比较 即 得 fx,，y) 在 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


精 解 因为 外 =2* -202， 四 = 和 -207y， 所 以 由 


yo 
Ox ， | -2xy” =0， 
of 0 4y -2x2y =0 
Oy 


得 fx, y) 在 D 的 内 部 的 可 能 极 值 点 为 (V2,，1)，( 一 咏 ,， 1)， 所 以 Ax, y) 在 D 的 内 部 的 可 
能 极 值 为 
2,，1)=A -2，1)=2. 
以 下 考虑 fx, y) 在 D 的 边界 上 的 最 值 : 
D 的 边界 由 两 部 分 组 成 , L: y=0( -2<x<2) 和 :x +y =4, 0<y<2. 
f(x,，y) | 4 =x*， 它 在 [ -2, 2] 上 的 最 大 值 为 4( =f( +2，0) ) ， 最 小 值 为 0( =f(0, 0)). 


fs 44 4 -7)] = 六 3744= [六福] + 于 它 在 [0,2] 上 的 最 大 


t+， 
从 为 8( =K0，2))， 最 小 值 为 了 | =/[ = 请 
因此 f(x, y) 在 D 上 的 最 大 值 =max{2, 4，8}=8， 最 小 值 =min|2， 0， Ft 


附注 ”三 元 连续 函数 g(x, y) 在 有 界 闭 区域 D 上 有 最 大 值 M 和 最 小 值 m， 它 们 的 计算 
步 又: 
(i ) 计算 g(x, y) 在 D 的 内 部 的 所 有 可 能 极 值 点 , 设 为 (x ,yy )，(x,，Yy;)， 
(x ，y,)， 算 出 对 应 的 函数 值 ( 即 可 能 极 值 )g(xi, y1),， g(x 9) ,8g(%,, yy,). 
(二) 计算 g(x, y) 在 D 的 边界 上 的 最 大 值 M 与 最 小 值 mm (有 时 这 一 最 大 值 与 最 小 值 可 
以 用 计算 条 件 极 值 方法 算出 ， 此 时 D 的 边界 曲线 方程 即 为 约束 条 件 ). 
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(mM) Yanax{le(m, W), Hy, 太太 ,Bs 1) 凯旋 
m=min{g(%1, y1), g(x2, y2), **, EXn, V1), mi}. 

本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》11. 

(18) 














分 析 由 于 3 不 是 闭 曲 面 ， 所 以 不 能 直接 应 用 高 斯 公式 计算 所 给 的 曲面 积分 ， 为 此 添 
上 53， 它 是 x0y 平面 上 的 椭圆 域 . 好 入 才气 1 方向 为 下 侧 ， 然 后 考虑 应 用 高 斯 公式 . 














精 解 | szaya: +2zydzdx + 3xydxdy 


= 人 xzdydz +2zydzdx +3xydxdy 一 | szaya: +2zydzdx +3xydxdy, (1) 


3+5) 了 


高 斯 公式 
其 中 ,出 wzdydz +2zydzdx +3xydrdy 一 玫 ES Fa) 1) ao 
0 





B+51 O% 90y 





(其 中 0= 1(c ylo<ss1- 安 - 生 | 是 由 晶 面 号 + 吕 转 成 的 闭 区 域 
= | 3sa0 =3 | a ao 


2 
(其 中 D,={(x, 9) e+ 守 <1- 





= +g <!) 是 0 的 坚 举 标 为 :的 截面 在 x0y 平面 的 投影 





=3 [ze 1-z. v4 Gd =6r| (z—-z) dz=7, (2) 


2 
2 + 下 <1 


| zaya: +2zydzdx +3xydxdy = -3 | xydxdy =0 
(由 于 椭圆 x el 关于 x 轴 对 称 ， 在 对 称 点 处 xy 的 值 互 为 相反 数 ). 


(3) 
将 式 (2) 、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 


| zaya: +2zydzdx + 3xydxdy = 7T. 


附注 ”对 于 有 向 曲面 上 的 关于 坐标 的 曲面 积分 | P(x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(X, 


y, z)dxdy, 如 果 上 3 不是 闭 曲面 ,可 以 如 本 题 一 样 ,添加 一 块 曲面 ,使 得 + 是 外 侧 有 向 曲 
面 ,然后 考虑 应 用 高 斯 公式 ,快捷 地 算得 所 给 的 曲面 积分 . 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》15. 
(19) 
分 析 作 辅 助 函数 (x)=f(x) -g(x)， 则 欲 证 问题 转化 为 证 明 存在 Ee (a, 5), 使 
得 下 (上 =0. 显然 需 两 次 应 用 罗 尔 定理 . 
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精 解 ” 显 然 ，F(a)=F(5)( =0)， 此 外 存在 ce，de (a, 5), 使 得 f(c)=g(d)=M(f(x) 
与 g(x) 在 [a, 5] 上 的 最 大 值 ). 如 果 czd, 则 F(e)=f(c) -g(c)=0, F(d)=f(d) -g(d) 
0， 于 是 由 零点 定理 的 推广 形式 知 存在 me [c,d] 或 [4,c] ,使 得 Ff(nm)=0. 如 果 c=d， 则 
可 取 7 =c. 

由 此 可 知 ， 在 [a, 5] 上 有 不 同 的 三 点 ac, nm,，b， 使 得 F(a)=(m)=F(5)， 并且 F(x) 在 
[a, 5] 上 连续 ， 在 (a, 5) 内 可 导 ， 所 以 对 F(x) 分 别 在 [a，m] 和 [mwm,，65] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ， 
存在 Ee (a, m) 和 é&,e (mm, 6)， 使 得 所 (& )=1(é&,)=0. 此 外 下 (x) 在 [&;，é&] 上 连续 ,在 
(1 色 ) 内 可 导 ， 所 以 再 由 罗 尔 定理 知 存在 Ee (é&1，é,)C(a, 5)， 使 得 1(&)=0. 

附注 ( i ) 零点 定理 有 各 种 推广 形式 ， 例 如 : 

设 函 数 f(x) 在 [a, 5b5] 上 连续 ,f(a)f(5b) <0， 则 存在 Ee [a, 5] ,使 得 f(&)=0; 

设 函 数 f(x) 在 [a，+%w ) 上 连续 ， f(a)* lim f(%) <0， 则 存在 Ee (a，+ % ) ,使 得 
f(é)=0. 

( 站) 罗 尔 定理 也 有 推广 形式 ， 例 如: 

设 /(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 , 且 f(%,)=f(%,)=f(xs)( 其 中 ax <% 
<x; 夺 5) ， 则 存在 Ee (a, 565), 使 得 f”(&)=0; 

设 f(x) 在 (a, 5) 内 二 阶 可 导 , 且 f'(&)=f (名) (a <&1 < <5)， 则 存在 &e (a, 5b)， 
使 得 /"(é&)=0. 

本 题 的 有 关 方 法 见 《高 分 突破 》04. 

(20) 











分 析 (了 工 ) 将 y(x)= yw 代入 所 给 微分 方程 ， 然 后 比较 x 的 同 次 宕 系数 即 可 . 


n= 





CE) 先 根据 ( 工 ) 得 到 的 递 推 式 及 所 给 的 初始 条 件 确定 各 个 w 的 值 ， 然 后 计算 >》 wm 
的 和 函数 得 y(x) 的 表达 式 . 

精 解 (IT) 》 ui 在 (_w，+ow) 上 收敛 ,所 以 对 任意 xs ( - ow ，+ w )， 宕 级 数 
》 aw' 可 以 逐 项 求 导数 及 二 阶 导数 ， 故 有 


n= 


jy 2 n(n-l1)ax" ”= 这 (n+2) (n+1)a, 2%". 
将 它们 代入 y -2xy' -4y=0 得 


> (n+2) (n+1)a,,x" 一 > 2na,x" 一 人 > ww 0, 
n=0 和 二 刘 六 夺 粮 


即 2a, -4ao + > [(n+2)(n+1)a,,, -2na, -4a, lx” =0. 
庆生 下 
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比较 上 式 等 号 两 边关 于 x 的 同 次 响 的 系数 得 
2a, -4ao =0， (1) 
(n+2)(n+1)a,,; -2(n+2)a,=0 (n=1, 2, …). (2) 


2 


Qn 42 二 和 


( 卫 ) 由 y(0)=0 得 wm =0. 将 它 代 入 式 (1) 得 a, =0. 于 是 由 式 (3) 得 a,, =0(n=2, 3,…). 
由 y'(0)=1 得 a, =1 = 于 是 由 式 (3) 得 


(元 三 (3) 








0 
“3+1 1 
| 
5 3+1 2 11 21 
上 
171754+1'5 3 21 31 
Qnrl Ti? 


附注 “微分 方程 的 需 级 数 求解 可 按 以 下 步 又 进行 : 
( 1 ) 设 未 知 函数 We a,x"， 将 它 代入 所 给 微分 方程 和 初始 条 件 确定 系数 a。，a， 





CQ ,Uns 


(这 ) 将 系数 由 ，w ，…，4,，… 代 入 震级 数 》 wx"， 则 它 的 和 函数 即 为 该 微分 方程 
的 满足 初始 条 件 的 解 . 

(21) 

分 析 “将 所 给 方程 组 与 方程 联 立 构成 新 的 线性 方程 组 ， 由 此 ， 问 题 变 成 新 线性 方程 组 有 
解 时 计算 a 的 值 及 所 有 解 ， 

精 解 ”由 所 给 方程 组 及 方程 构造 线性 方程 组 








Wi -中 0 本 2 三 必 ， 


Wi 2 + = 0 


(1) 


Xi +4x, +a ws =0， 





W220 + =1. 


对 它 的 增 广 矩 阵 4 施行 初等 行 变 换 ; 
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1 1 1:0 11 1 ;0 
_ 124:0 0 1 a-1i 0 
A= 一 : 
1 4«:0 03 a-1:; 0 
121ia-l) \01 0 ia-l 
1 1 1 ， 0 1 1 1， 0 
0 1 a-l : 0 0 1 0 a-l 
= ! = + ; 
0 0 (a-1)(a-2): 0 0 0 0 i(a-1)(a-2) 
0 0 -(a-1) ia-l/) \0 0 a-l: -(a-1) 


由 于 式 (1) 有 解 ( 即 所 给 方程 组 与 方程 有 公共 解 ) ， 所 以 r(4)=r(4)(4 是 式 (1) 的 系数 
矩阵 ). 由 此 得 到 (ac -1)(c -2)=0， 即 <c=1，2. 
当 c=1 时 ， 式 (1) 与 方程 组 





| 本 2 丰 W 二 0 
| Mo =0 
同 解 . 所 以 式 (1) 的 解 ， 即 所 求 的 公共 解 为 
(7=C(C-1, 0, 1)”(C 是 任意 常数 ). 
当 a=2 时 , 式 (1) 与 方程 组 
NL 二 %; 二 Wy 三 0， 
%> =1|， 


Ma = 一 | 











同 解 ， 所 以 式 (1) 的 解 ， 即 所 求 的 公共 解 为 
(0) =(0, 1, -1).. 
附注 线性 方程 组 
A pe = AR Db 
(其 中 A4,，4, 分 别 是 m, xn 与 m xn 矩阵 ) 有 公共 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 组 
Arx—=Db 
A,x =b, 





有 解 . 

本 题 的 有 关内 容 与 方法 见 《高 分 突破 》21. 

(22) 

分 析 ( 工 ) 记 了 (A)=A -4A +1， 则 B 的 所 有 特征 值 为 jw = 了 (A)，, ps =f(A,), ps = 
f(A4;). 并 且 只 要 算出 4 的 特征 向 量 ， 即 能 得 到 B 的 所 有 特征 向 量 . 

( 工 ) 由 于 B 与 对 角 和 矩阵 正 交 相似 ， 由 此 即 可 算出 B. 

精 解 ( 工 ) 由 B=A” -443 +E, 记 F(A)=A5 -4A +1， 所 以 由 A 的 特征 值 为 1，2， 
-2 得 B 的 全 部 特征 值 为 =f(1)= -2, f(2)=1, f( -2)=1. 

B 的 对 应 1 = -2 的 全 部 特征 向 量 为 Ca = C(1，-1，1)7( 其 中 C 是 任意 非 零 常 数 ). 

设 BB 的 对 应 .=1( 二 重 ) 的 特征 向 量 为 x= (x,，x,，x3) ， 则 由 4 是 实 对称 矩 阵 知 B 是 
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实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 有 
ax=0， 即 xi -x, +xs =0. 

它 的 基础 解 系 为 @, =(1, 1, 0) ,mo =(-1, 0, 1) ， 所 以 B 的 对 应 j=1 的 全 部 特征 向 量 为 
Ci(1, 1, 0) +C,( -1,0, 1) =(C-C,, C, C,),, 

其 中 C, ，C, 是 任意 不 全 为 零 常 数 . 

( 工 ) 为 了 构造 正 交 和 矩阵 OQ， 将 @ ，o%w ，om 正 交 化 ， 实 际 上 只 要 将 % ，om 正 交 化 即 可 : 
m=@,=(1, 1, 0),， 
(@3, 1,) 
(m2, 2) 


a 
=( -1, 0, 1) + (于 ， | pp 2 


将 w ，”m,，1; 单位 化 : 





M3 =Qs 

































































a 1 1 1Y 
al \B | 
区 二 nN» 1 2 o) 
1 2 
M3 _1 1 2Y 
3 Ty | 
1 1 1 
B32 6 本 
0 Se lm, moo-| 1 | 所 以 
1 和 | 
/3 V6. 
1 1 上 1 1 1 
3 2 WwW6 3 B33 
B=0 T | 大 = 1 1 1 ] 1 1 0 
| | 3 | | 2 
1 0 2 _1 1 2 
3 v6. 6 6 6 
2 1 1 1 1 1 
3 2 V3 加 3 不 二 
| 2 1 1 1 而 | -| 证 站 了 | 
3 2 V6 V2 V2 | ! 
0 24 1 1 2 
V3 v6 6 % 6 
2 


1 “| 相似 的 方法 计算 ， 具体 如 下 : 


1 


附注 B 也 可 以 按 与 
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E> 
记 P=(@a, @,, @), mr-| 1 | 所 以 只 要 算出 P” 即 可 得 
1 
= 多 
sd I 
1 
时 
但 是 ， 在 计算 实 对 称 和 矩阵 B 时 ， 以 构造 正 交 矩 阵 0， | 1 “|0 计算 B 为 宜 . 
1 
应 熟练 掌握 实 对 称 和 矩阵 的 正 交 相似 对 角 化 方法 . 
(23) 
分 析 ( 工 ) 对 f(x, y) 在 D,={(x,y) |x>2y} 上 积分 即 可 得 到 P(X>27). 
(I) 利用 公式 f(z)= f(x， z 一 x) dx 计 下 
算 f;(z). 
精 解 ( 工 ) 记 D={(x,y)10<x<1,0<y<1}，， ydx 
Di ={(x,y) |x>2y}, 则 DNMD, 如 图 B-07-2a 阴影 部 ? 
分 所 示 . 于 是 
P(X>2Y)=P((X, Y) eD,) 
] Xx 
= je y)do = 由 Qe- 是 
1 到 z=x+1 或 x=z-l 
写 | dz 上 (2—-x-y)dy 


i 全 号 林 
一 | -Be 有 去 


未 
CH) f(s) = fx, ss) de, 
2—-x-(z-x), 0<x<l1,0<z-x<l, 
其 X,Z—X)= 
其 中 f(x,z -x) 人 其 他 
se 0<x<l1,x<z<x+l, 
“lo0， 其他， 
即 Kx，z=-y) 仅 在 图 B-07-2b 阴影 部 分 取 值 为 2 -z， 图 B072 
在 x0z 平面 的 其 他 部 分 都 取 值 为 零 ， 所 以 由 图 可 知 


z=x 或 X=z 














(2- 1 
[i ee es ls z(2-z), 0<z<l1, 


> 1 = 和 
fz(z)= | (2 -z)dx， 1<z<2,，” (2 -2z) 9 1 近 z<2， 
z-1 0 


其 他 . 
0， 其 他 


" 136. B 十 年 真题 精 讲 





附注 ”应 记 住 以 下 结论 : 


设 二 维 随机 变量 (X， 7) 的 概率 密度 为 f(x， y)(=-o <x<+%, -% <y<+%), 则 


Z=aX+bY+c(a, b,c 是 常数 ) 的 概率 密度 为 
3 z—-ax—c}l 
当 6b 关 0 时 , fy(z)= J ; re 








当 az0 时 , fy(z)= 三 (= yj dy 


特别 有 
Z, =X+Y 的 概率 密度 f(z)= | Kx， z-o)dz= | f(z-y, 7)dyi 
2Z, =X- 了 的 概率 密度 f(z)= We X=z)dx = | fz+y, y) dy. 
(24) 


分 析 (了 工 ) 计算 EX， 令 EX =X 算 出 9 的 短信 计量 ， 
CI) 计算 瑟 (4 尼 ) 即 可 得 知 4 尼 是否 为 F 的 无 偏 估计 量 . 





7 >» 1 | 
情 解 〈( 工 ) 因为 EX = | Xf(x; 0)dx = | s+ | 


1 1 1 1 
= 玫 0+ 玫 (1 +0)= 可 +0 


所 以 ， 由 和 矩 估 计 法 令 EX = 至 ， 即 革 + 二 9= 艺 解 出 9， 即 得 9 的 矩 估 计量 为 


| 
0 = 人 和 一 本 


(HI) 由 E(4T°)=4E(X) =4[DX+(EX)’] = DX +4( EX)? 
Dx +4 入 二 39) 


全 二 二 二 9 二 全 > 


n 


(由 于 D(X) 宇 0, 96>0) 知 E(4 邓 ) 不 是 99 的 无 偏 估 计量 . 


附注 ”题解 中 不 必 算 出 DX 的 值 ， 现 在 作为 练习 具体 计算 DX: 
DX=E(X) - (EX)’, 











2 “ | > ! 
0 x f(x; 2 gr+ |* ne 





J A 2 1 1 
SR (IO 
SL 
(EX) | re 
将 它们 代入 式 (1) 得 
3 lo,.1 
0 


本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》29. 





(1) 
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一 、 填 空 题 

(1) 2 

分 析 用 等 价 无 穷 小 代替 计算 所 给 极限 . 
精 解 lim lt _linz 2 


—COSX xz 一 0 1 ， 
—Xx 


2 





附注 等 价 无 穷 小 代 蔡 是 计算 5 型 未 定式 极限 的 常用 方法 之 一 ， 以 下 的 等 价 无 穷 小 应 熟 
记 : x 一 0 时 ， 
sin xX~X, tan xX ~X, arcsin x ~X, arctan x ~%, 


In(1 +x) ~x, e -1 ~x, (1+x)” -1 ~ux(n#0), 1 -cosx ~ 好 


(2) Cxe™ 
人 给 微分 方程 是 变量 可 分 离 微分 方程 . 
精 解 从 微分 方程 可 改写 为 


Iny=lnx-x+lnC, 

所 以 ， 所 给 微分 方程 的 通 解 为 y=Cxe™. 

附注 ”要 熟练 掌握 四 类 一 阶 微分 方程 的 求解 方法 : 

变量 可 分 离 微分 方程 、 齐 次 微分 方程 、 一 阶 线性 微分 方程 (包括 伯 努 利 方程 ) 和 全 微分 
方程 . 

(3) 27 

分 析 添上 一 块 曲面 后 应 用 高 斯 公式 快捷 计算 所 给 的 曲面 积 4 

精 解 ” 记 允 为 平面 z=1 位 于 3 之 内 的 那 一 块 ， 方向 为 上 侧 ， 则 

saya: +2ydzdx +3(z—1)dxdy 


























三 人 xdydz +2ydzdx +3(z—1)dxdy-— | xaya: +2ydzdx +3(z—1)dxdy, (1) 


B+3] 


其 中 2 1) dxdy 


31 








高 斯 公式 et x + a2) + 下 |g (其 中 避 是 由 闭 曲面 + 马 围 成 的 空间 区 域 ) 
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=6 =6f ao (Kp,= {0%, y) | 妇 + 姑 三 3) 是 2 的 竖 坐 标 为 z 的 截面 在 xOy 
平面 的 投影 
-6 让 (2) 
saraz+2ydzdr+3(z-1)drdy =0 (由 于 马 位 于 平面 ==1 上 ). (3) 
将 式 (2)、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
xqyaz +2ydzdx +3(z -1) dxdy =2m 


附注 ”对 于 有 向 曲面 号 上 的 关于 坐标 的 曲面 积分 P(x, y, z) dydz + Q(x, y, z)dzdx + 


R(x,，y,，z)dxdy， 如 果 5 不 是 闭 曲 面 ， 可 以 如 本 题 一 样 ， 添 加 一 块 曲面 马 ,使 +3 是 外 
侧 有 向 闭 曲面 ， 然 后 应 用 高 斯 公式 ， 便 可 快捷 地 算得 所 给 的 曲面 积分 . 
本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》15. 
(4) 2 
分 析 用 点 到 平面 的 距离 公式 计算 . 
精 解 ”根据 点 到 平面 的 距离 公式 得 
ee |3x +4y +5z| 
V3 +4 +57 
附注 (1) 点 M(xo，yo，z) 到 平面 Ax +By+Cz+D=0 的 距离 公式 为 

















(2,1,0) 


|Ax+By+Cz+D | 


CC 及 ) 到 空间 直线 “= 了 = 二 < 的 星 离 公式 为 


d 





M 








久 EC nN, n) x (a—%o, C0 =) | 


J +m’ +n 


d 





(5) 2 
分 析 按 公 式 |MN| = |M1-|N | (其 中 M,N 都 是 n 阶 矩阵 ) 计 算 . 
精 解 ”所 给 等 式 可 以 改写 成 
B(A-E)=2E, 
所 以 1B| |4- 互 | =4， 其 中 


14- 互 | = 








因此 |B| = 了 =2 
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附注 关于 7 阶 矩 阵 的 行列 式 有 以 下 性 质 (应 熟 记 ) : 
设 4, B 部 是 n 阶 矩阵 ， 则 

Ci) 14 | = 记 |4 1 (为 常数 ). 

(ii)l4 |1=14|. 

(下 ) |4B | = 14| | |. 


() 设 4 是 可 逆 和 矩阵 , 则 14 





el 
14| 
(V) 当 n=2 时 ，|4"|=|141” (4 是 4 的 伴随 矩阵 ). 








Cn | | 
Vi x: ， 本 到 n 2 
© B B 0 

1 
(6) ry 


分 析 利用 {max|X，Y|) 志 1} = {X<1, Y<1} 计 算 所 给 的 概率 . 
精 解 P(max| 外 ，7Y| 1)=P(X<1, Y<1)=P(X<1)P(Y<1)( 利 用 XX 与 Y 相 互 独立 ) 


= [P(X<1)] =[P(0<X<1)Y - (于 ] (Fx v0, 3]) 


附注 ”顺便 计算 概率 P{min(X,Y) <1}: 
Pimm( XY) el 
=1-PmniX， Y} >1)=1-P(X>1, Y>1) 


=1 -P(X>1)P(Y>1)=1- [P(X>1)] =1-[P(1 <X<3)1 


2 
=1- (3 Tg 


二 、 选 择 题 
(7) A 

分 析 夯 出 y=f(x) 的 概 图 ， 然 后 按 Ay，dy 的 几何 表示 选择 正确 选项 . 
精 解 ”由 f'(x) >0 和 f/f"(x) >0 可 得 函数 y = 














人 
f(x) 的 概 图 如 图 B-06-1 所 示 ， 其 中 MT 是 曲线 y= 
f(x) 在 点 村 (xo，f(%o) ) 的 切线 ， 于 是 当 Ax >0 时 ， 
dy =AB, Ay=AC. 
由 图 可 知 , 0 < dy < Ay. 
oO 


因此 本 题 选 (A). 
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附注 ”本题 是 利用 Ay 与 dy 的 几何 解释 获 解 的 ， 也 可 以 用 分 析 方 法 求解 ， 具体 如 下 当 
Ax >0 时 有 








Ay =f(xo + Ax) —f(x0)=f "(€) Ax 其 中 é&e(xo,， xo + Ax)) 
>f'(xo)Ax( 由 于 f(x) >0) 
=dy>0( 由 于 f'(xo) >0). 


(8) C 


分 析 ” 按 所 给 的 二 次 积分 画 出 对 应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 ， 然 后 写 出 对 应 的 关于 “ 先 * 
后 "或 * 先 y 后 ”的 二 次 积分 . 





精 解 f° a0 [ flreoso, rsin 0)rdr = 1 ns， y)do, (了 
其 中 D = {(x,y) | x? +y 1, 0<y<x}， 如 
图 B-06-2 阴影 部 分 所 示 . 

对 式 (1) 的 二 重 积 分 采用 “ 先 x 后 y” 方 法 
积分 得 


3 





NS 





人 mx， y)do = ff ” fx, y) dx. 


(2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 




















1 
[ dg | flrecos 0, rsin 0)rdr 
0 0 


有 Me y) dx 


因此 本 题 选 (C). 





附注 设 f(x, y) 是 连续 函数 ， 要 更 换 关 于 它 的 二 次 积分 的 积分 次 序 或 更 换 关 于 它 的 二 
次 积分 的 坐标 系 ， 重 要 的 是 确定 相对 应 的 二 重 积 分 的 积分 区 域 D. 


例如 ， 要 将 本 题 的 dg | /reos 9，rsin 0)rdr 转换 成 * 先 y 后 a” 的 二 次 积分 ， 则 需 将 
D 刘 分 成 D, 与 D,( 图 B-06-2) ， 其 中 


D, re y) i 0<y<s|. 
Dp,={(, y) 1 0<y v1 
工 1 
盾 是 | d0 | freos 0, rsin 0)rdr= fa, y)do + je y)do 


0 


一 on y)dy+ J y) dy 
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(9) DD 
分 析 “根据 收敛 级 数 性 质 判定 正确 选项 ， 
精 解 由 >》 ,收敛 知 ，> a 与 > 二 4, 都 收 化 ,所 以 > 
因此 本 题 选 (D). 
附注 ”应 记 住 收敛 级 数 的 基本 性 质 . 
(10) D 
分 析 用 二 元 函数 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 判定 正确 选项 . 
精 解 f(x，y) 在 约束 条 件 g(x，y)=0 下 的 极 值 点 可 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 计算 . 故 作 拉 格 
朗 日 函数 


a,+a 
n a ”收敛 . 


F(x, y)=f(x, y) +Ap(x, y), 
则 (x。，% ) 满足 
F(xo, yo0)=0, f(xo, Yo) +Aop (xo, y0)=0, 
F(xo, yo0)=0, f(xo, Yo) +Aop (Xo, yo)=0, 
其 中 A 是 对 应 (x,，y ) 的 和. 消去 其 中 的 A。 得 
fixXo, yop xo, yo) - 太 (xzo，yo)p (xo, yo)=0. 
由 此 可 知 ， 当 .万 (xzo，yo) 天 0 时 ， 由 于 p (xzo，) 关 0， 必 有 . 广 (xo，yo ) 天 0. 
因此 本 题 选 (D ). 
附注 设 f(x,y)，gp(x, yy) 都 是 可 微 函 数 ， 则 f(x，y) 在 约束 条 件 p(x，y)=0 下 的 极 
值 点 (zx ，7o ) 满足 方程 组 
f(x, Y) +AP (x, y)=0, 
f(x, y) +APp (x, y)=0, 
p(x%, y)=0, 
但 满足 上 述 方程 组 的 点 (x。，y。 ) 未必 是 f(xw，y) 在 约束 条 件 p(x,y)=0 下 的 极 值 点 ， 只 是 可 
能 极 值 点 . 
(11) A 
分 析 由 于 wm，o%w，…，w, 是 抽象 的 向 量 组 ， 所 以 其 线性 相关 性 的 判定 应 从 定义 人 手 . 
精 解 ” 先 考虑 选项 (A) 的 正确 性 . 
由 w ，o% ，…，w, 线性 相关 知 ， 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 户 ， 态 ，…，, 天， 使 得 
ja +ha, +… 和 + au =0. 
从 而 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 记 ,应 ，…，, 到 使 得 让 4ai + 及 4a +… +kAa, =A(ka +k,a, 
+…+ka)=40=0， 所 以 4a ，4a ，…，4aw 线性 相关 . 
因此 本 题 选 ( A). 
附注 ”这 里 顺便 指出 ， 当 w ，@,，…，@, 线性 无 关 时 ，4aw ，Aar, ，…，Aa, 可 能 线性 
无 关 ， 也 可 能 线性 相关 ， 即 4a ，4w ，…，4e 的 线性 相关 性 与 4 有 关 . 





(12) B 
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分 析 ” 写 出 初等 变换 对 应 的 初等 矩阵 即 可 . 


精 解 ”由 题 意 得 


1 1 0 1 -1 0 1 -1 0 
C=I0 1040 1 0|=PAP-' (由 于 P-=|0 1 0 小 . 
0 0 1 0 0 1 0 01 











因此 本 题 选 (B ). 


附注 “应 记 住 球 xz 抢 阵 4 的 每 一 个 初等 变换 对 应 的 初等 矩阵 ; 

4 的 每 个 初等 行 变 换 所 对 应 的 初等 矩阵 是 对 宗 阶 单位 矩阵 作 相 应 的 初等 行 变 换 而 成 的 
矩阵; 4 的 每 个 初等 列 变换 所 对 应 的 初等 矩阵 是 对 nn 阶 单位 矩阵 作 相 应 的 初等 列 变换 而 成 的 
矩阵. 

每 个 n 阶 初等 矩阵 都 是 可 逆 和 矩阵 ， 其 道 和 矩阵 是 对 n 阶 单位 矩阵 施行 与 此 初等 矩阵 对 应 初 
等 变换 的 道 变 换 (例如 交换 第 i 行 与 第 j 行 的 道 变换 是 交换 第 i 行 与 第 j 行 ; 第 ; 行 乘 上 不 为 
零 第 数 c 的 逆 变 换 是 第 i 行 乘 上 二 ; 第 i 行 乘 以 常数 加 到 第 j 行 的 道 变换 是 第 i 行 乘 以 - 
加 到 第 j 行 . 对 初等 列 变换 也 有 同样 的 说 法 ). 

(13) CC 

分 析 利用 加 法 公式 和 乘法 公式 判定 正确 选项 . 

精 解 ”由 随机 事件 概率 的 加 法 公式 与 乘法 公式 得 

P(AUB) =P(A) +P(B) -P(AB) 
=P(A) +P(B) -P(B)P(A|B) 
=P(A) +P(B) -P(B) :1=P(A). 
因此 本 题 选 (C ). 


附注 〈 i ) 要 熟 记 随机 事件 概率 计算 中 的 以 下 公式 : 
道 概 公式 P(4)=1 -P(A4). 
加 法 公式 P(A4UB)=P(4) +P(B) -P(4B)， 特别 当 A4 与 B 互 不 相 容 时 , P(A4UB)=P 
(4) +P(B). 
减法 公式 P(4-B)=P(4) -P(4B)， 特别 当 BCA 时, P(4-B)=P(4) -P(B). 
P(A)P(B|A), P(A) >0, 


Ej We Ee 
0 P(B)P(A|B), P(B) >0. 


全 概率 公式 、P(4)= 》 P(B,)P(41B,)， 其 中 B,，B,，…，B, 是 样本 空间 人 的 一 个 


划分 , 且 P(B,) >0(i=1, 2, …, n). 

(站 ) 本 题 P(4UB)=P(4) 的 以 下 证 明 是 错误 的 . 

由 P(41B)=1 知 ,B 发 生 时 ,4 必 发 生 ， 于 是 BCA. 由 此 得 到 P(A4UB)=P(4). 其 错 
误 在 于 开头 的 一 句 话 是 不 正确 的 . 

(14) A 

分 析 引入 和 , 工 的 标准 化 随机 变量 即 可 判定 正确 选项 . 
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De 
精 解 记 X = 一 
N(0,，1). 于 是 有 
P(x < ED < L =P [xX-pm| <1)>P( IY-p,| <1) 
| Or Or 


-cell 
0, 0O, 0 
所 以 ， 二 即 cx， <o,. 
0 oO, 
因此 本 题 选 ( A). 
附注 ”对 于 服从 正 态 分 布 N(n，o” ) 的 随机 变量 X， 在 考虑 它 的 有 关 概 率 问 题 时 ， 总 需 


将 它 标 准 化 ， 即 引入 了 Y= 全 = 从， 则 ~N(0, 1). 


1 0 
,YY 





= 全， 则 标准 化 随机 变量 im 与 y' 都 服从 标准 正 态 分 布 











(15) 
分 析 ”利用 极 坐标 和 积分 区 域 的 对 称 性 计算 所 给 的 二 重 积 人 


精 解 Sy 0 a | 去 Ty + + => Ci 

















1 极 坐标 [ | 
其 xX rar 
A a oy ee 
1 fr 1 2 _T js | 
ee 
(由 于 关于 轴 对 称 ， 在 对 称 上 外 的 人 为 有 所 以 上 Ty =0). 


将 它们 代入 式 (1) 得 
I= Fln pe 


附注 ”在 计算 二 重 积分 A(x，y) do 时 ， 应 按 积分 区 域 D 的 对 称 性 进行 化 简 .常见 的 


区 域 对 称 性 有 : 

(i) D 关 于 x 轴 ( 或 y 轴 ) 对 称 ， 则 f(x，y) 在 对 称 点 (x, y) 与 (x，-y) (或 (x, y) 与 
( -xz，y) ) 处 的 值 ， 互 为 相反 数 时 ,f(x，y) do =0; 彼此 相等 时 , f(x, y) do =2 ‖ Kx， 
y)do(D, 是 按 对 称 性 将 D 划分 成 的 两 部 分 之 一 ). 

( 站) DD 关于 原点 对 称 ， 则 f(x，y) 在 对 称 点 (x，y) 与 ( -x，-y) 处 的 值 ， 互 为 相反 数 
时 , ‖ Kx，y)de =0; 彼此 相等 时 ,| Cx, y) qo =2 A(x，y) do(D, 是 按 对 称 性 将 D 划分 
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成 的 两 部 分 之 一 ). 
(还 ) D 关 于 直线 y =x 对称， 则 f(x，y) 在 对 称 点 (x,，y) 与 (y，x) 处 的 值 ， 互 为 相反 数 


时 ,x,y)do =0; 第 此 相等 时 A(x，y)do =2 A(x，y)do(D, 是 按 对 称 性 将 D 划分 成 


的 两 部 分 之 一 ). 
本 题 的 有 关内 容 和 方法 见 《 高 分 突破 》12. 
(16) 





分 析 〈 工 ) 由 于 {wx} 是 由 北 推 式 定义 的 ， 所 以 用 数列 极限 存在 准则 荆 确定 lmx, 存在 ， 
并 求 出 该 极限 . 


(ID 记 Hmxs =4， 则 只 要 算出 Im 焉 二 】 ， 即 可 得 到 im 各 守 ] 的 值 ， 


和 








精 解 ( 工 ) 当 xe(0, 7T) 时 ，sin x <x， 所 以 对 n=1,，2,，… 有 
0<w = 
即 {x } 单 调 减少 有 下 界 ， 所 以 由 数列 极限 存在 准则 正 知 limx， 存在 ， 记 其 为 4， 则 4 e [0， 
T). 令 n 一 % 对 递 推 式 x,,, = sin x, 两 边 取 极限 得 A =sin 4. 显然 该 方程 在 [0，m) 上 仪 有 
解 4=0. 因此 limx, =0. 


中 ; 1 

MX 1 | SIn X, 3 

( 工 ) lim = lim| 一 一 | . 
7 一 oo MX 7 一 oo x 


由 于 一 wm 时 ，%, 0， 所 以 考虑 极限 






































in *] 到 aa 
In sx m1 + (es 吕 
lim 一 一 一 =lm 昌 
一 0 x 
sin 党 1 
= lim 于 i -jimsm 区 一 
和 x sh 了 
i 
_ 洛 必 达 法 则 cos x 一 1 _.. 2 1 
3 3 . = Jim 3x2 一 一 6 (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 
inm (= *] =e 
因此 ， i Ca a 
2 Xn 
附注 ”对 于 1” 型 未 定式 极限 lim[ f(x) ]<” (这 里 %, 可 以 为 w ) ， 除 可 直接 应 用 重要 公式 
x—>x0 





im (1 + 十 】 或 其 推广 形式 i (1 + 上 =e 外 ， 其 快捷 计 算 步 环 如 下 ， 


X00 
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(oi) 由 lim[f(*) We Se = eu 





， 将 计算 1” 型 未 定式 极限 转换 成 计算 站 型 


未 定式 极限 im 也 太 于 





zl/g(%) 


( 站) 使 用 重要 极限 公式 、 等 价 无 穷 小 代 将 及 洛 必 达 法 则 计算 lim 如 人 台 ， 设 其 值 为 4， 
Wlim [f(x) ]*® = 





/8g(%) 





本 题 是 综合 题 ， 有 关内 容 及 方法 见 《高 分 突破 》01，02 


(17) 
分 析 


精 解 


由 于 


( -1, 1), 


附注 


先 将 x) 分 成 部 分 分 式 ， 然后 利用 = De 





S 之 ( -x)" 展开. 





区 x 1 2 1 
Wy F244 (IT+x)(2—x) 3 




















= 之 ( -x)" 的 成 立 范 围 为 





所 以 式 (1) 的 成 立 范 围 为 ( -1，1). 
将 初等 函数 f(x) 展 开 成 关于 ww 的 宕 级 数 通 常 使 用 间接 法 ， 其 步骤 如 下 : 


(1) 将 了 (x) 表示 成 常用 也 数 ( 即 ew，sin ax，cos ax，(1 +ax)”，ln(1 +ax)) 的 线性 组 
合 ( 其 中 组 合 的 系数 可 以 是 常数 ， 也 可 以 是 x 的 正 整 数 次 究 ), 或 常用 孔 数 的 原水 数 ， 或 


(让) 将 各 个 常用 函数 用 它们 的 麦克 劳 林 展开 式 代 入 ， 经 过 需 级 数 的 代数 运算 或 逐 项 求 


导 、 逐 项 积 4 
( 道 ) 确定 妃 *) 等 于 上 述 寡 级 数 的 成 立 范围 


得 到 f(x) 的 关于 x 的 震级 数 . 





本 题 的 有 关内 容 与 方法 见 《 高 分 突破 》17. 


(18) 
分 析 


( 1) 对 = 求 二 阶 偏 导数 ， 关 将 它们 代入 绎 + 时 =0 即 可 证 明 /"(w) + 全 = 


(ID 用 降 阶 方法 求解 微分 方程 /"(w) + 万 te =0 


精 解 


(I) 记 w= Vx +y， 则 
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0z i % f(y , 双 
ey 
pe 
pe) De 
Ss si (1) 
同样 可 得 0) 二 2) 


将 式 (1)、 式 (2) 代 和 +5=0 得 
Ox 0y 





en (3) 


( 工 ) 式 (3) 可 以 改写 成 
uf "(u) +f '(u)=0, BNLwf '(u)]’=0, 
所 以 uf '(u)= CG. (4) 
令 v=1 得 C, = 广 (1)=1， 代 入 式 (4) 得 


a 即刻 (= 二 


所 以 fl(u)=ln w+C. (5) 
令 uw=1 得 C,=f(1)=0, 代入 式 (5) 得 
fl(u)=ln wu(u >0). 








附注 ”微分 方程 1"(4) + 万 Co -0 也 可 以 按 如 下 方法 求解 . 


也 


记 p=f'(u)， 则 上 述 微 分 方程 降 阶 为 一 阶 线 性 微分 方程 








ee 
p 二 





它 的 通 解 为 p = Ce lee = 5 将 pP| ,=A(1)=1 代 入 得 CI =1. 所 以 有 p = 二 ， 即 f'(u)= 


二 于 


(19) 
分 析 由 于 工 是 正 向 闭 曲线 ， 所 以 对 yf(x，y) dx -f(x，y)dy 应 用 格林 公式 证 明 其 值 
为 零 . 
精 解 记 由 了 围 成 的 有 界 闭 区域 为 6， 则 GCD， 上 且 由 格林 公式 得 
byflx, pdx af(x, y) dy 


L 


-| {Me 2 lj 








07 
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= | tf, 7 raf s(x, $y) +of (x, 7) Jdo. (1) 


f(tw， ty)=t f(x，y) 的 两 边 对 1t 求 导 得 
Af (te, ty) +yf I(t, ty)= -21 f(x, y). 
上 式 中 令 i=1 得 
af (x, 7) + (x, y)= -2f(x, y). (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 


fyflx, ae -sfx, 7)dr= — | 2s, ») -2f(x, y) Jdo =0. 


附注 ”本题 表 明 平面 上 关于 坐标 的 曲线 积分 | yf(x，y) dx -f(x，,y) dy 与 路 径 无 关 (其 


中 CC 是 DD 内 任意 分 段 光滑 曲 线 ), 或 者 说 , 在 DD 内 ,yf(x, y) dx -xf(x*,y) dy 是 某 个 函数 的 
全 微分 . 

(20) 

分 析 (了 ) 由 所 给 条 件 可 知 所 给 方程 组 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 至 少 有 两 个 线性 无 关 的 
解 ， 由 此 可 得 r(4)=2. 

( 开 ) 利用 r(4)=2 可 确定 ac，2 的 值 ， 将 a, 5 值 代入 所 给 方程 组 后 计算 通 解 . 

精 解 (  ) 由 系数 和 矩阵 直接 可 知 

















r(4) 三 2. (1) 
此 外 ， 由 于 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 三 个 线性 无 关 的 解 ， 记 为 w, @, Q@;， 则 @ =- 
o，awl -3 是 对 应 的 导出 组 ( 即 齐 次 线性 方程 组 ) 的 解 ， 并 且 它 们 线性 无 关 ， 所 以 导出 组 的 

基础 解 系 至 少 包含 两 个 线性 无 关 的 解 . 由 此 知 
r(A)<4-2=2. (2) 








由 式 (1)、 式 (2) 得 (4)=2. 
(I) 对 4 施行 初等 行 变换 . 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
A=I4 3 5 -1 0 -1 1 -5 | 一 0 -1 1 -5 : 
1 3 0 1-a 3-a b-a 0 0 4-2a -5+4a+b 





a b 
5 4 -2a=0, _ a 
于 是 由 r(4)=2 得 | 0 A a=2, b= -3. 
将 以 上 算得 的 a, 彤 值 代入 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 4， 并 对 4 施行 初等 行 
变换 得 





1 11 1- 11 1:-1 
435 -1i-1l>0 -1 1 -5: 3 
2 .13 -3;i; 1) \0 -1 1 -5: 3 
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由 此 可 知 ， 导 出 组 有 基础 解 系 
( 二 2 ] ， 


1,，0) ，(4，-5,，0，1) 


此 外 ， 非 齐 次 线性 方程 组 有 特 解 (2，-3，0，0) ， 所 以 它 的 通 解 为 


(nnd MX2，X%3， 4) =C( -2，1， 
其 中 C, ，C, 是 任意 常数 . 

附注 
由 此 可 得 





r(A)=n-r. 


bh; 0)" + C,(4, 二 0， 1) +(2, =33 0， 0) ” ， 








有 非 零 解 的 二 元 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 包含 的 解 的 个 数 r =n =-r(4). 





要 辑 记 这 一 结论 ， 并 且 要 熟练 地 擎 握 求解 非 齐 次 线性 方程 4x =2 的 通 解 的 方法 . 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 与 计算 方法 见 《 高 分 突破 》21. 





(21) 
分 析 〈 工 ) 由 题 设 可 得 4 的 特 得 














( 荆 ) 将 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 单位 化 得 到 正 交 矩阵 OQ， 而 A = 


E 值 为 A =3，0( 二 重 ) 及 对 应 特征 向 量 . 


[= 


3 
0 
0 





精 解 〈( 工 ) 由 于 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3， 所 以 有 


1 1 
All|=3|1 
1 1 





因此 和 A =3 是 4 的 特征 值 ， 它 对 应 的 所 有 特征 向 量 为 CE =C(1, 1， 





常数 ). 





1)"( 其 中 C 是 任意 非 零 


由 于 aw ，o 是 线性 方程 组 Ax =0 的 两 个 解 ， 所 以 有 
4ai =0 .ai，4a =0. 0. 


因此 ，A =0 是 4 的 (二 重 ) 特 征 值 ， 其 对 应 的 所 有 特征 向 量 为 





Cia +Cm =CI(-1，2， 


-1)"+C,(0，-1, 1)" (其 中 C,，C, 是 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 


(I) 由 ( 工 ) 可 知 ,， 4 有 线性 无 关 的 特征 向 量 吉 ，w ，% ， 为 了 计算 Q， 需 将 它们 正 交 











单位 化 : 
正 交 化 : 由 于 过 与 w ，wmw 正 交 ， 所 以 只 要 将 w ， 
Bi=a, 
(@,, Bi) T (1 - 
B=m -0p 0， 1, 1) [到 ] ， 
1 1 1Y 
TU Rs 





_B~ | 之 中 
2 Bp,1 ’ ; 


pb, 1 1 
Sy 二 ee.. 0， | 
” 2， 1 | 2 


@, 正 交 化 即 可 ， 即 
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1 1 1 
3 % 从 
1 2 
; 求 的 正 交 = a 0 
所 以 ， 所 求 的 正 交 矩阵 O = (el，s,，&;) 扎 后 
1 1 1 
3 6 MD 
3 
对 角 和 矩 了 泗 A = 0 ， 它 们 使 得 COI4O = A 成立. 
0 








附注 将 题 中 的 “向 量 @ =( -1, 2，1) 和 mw =(0，-1，1) 7 是 线性 方程 组 Ax =0 的 
两 个 解 “ 改 成 ?7 ，m, 是 线性 方程 组 4x =0 的 两 个 线性 无 关 解 ”， 同 样 可 解 本 题 ( 实 际 上 ， 只 








要 利用 人 ，7 应 与 二 = (1，1，1) 正 交 即 可 ). 
本 题 是 综合 题 ， 其 有 关内 容 和 计算 方法 见 《高 分 突破 》22 ，23. 
(22) 


分 析 〈 工 ) 先 按 定义 计算 了 的 分 布 函 数 F(y) ， 然 后 求 导 得 到 f(y). 





( 工 ) 按 分 布 函 数 定义 计算 - 3 4) 的 值 ， 


精 解 ( 工 ) 由 于 了 = 冯 对 应 的 函数 为 y=x *， 它 在 A(x) 半 0 的 区 间 ( -1， 


函数 ， 所 以 应 从 计算 了 的 分 布 函数 Fj(y) 入手 计 算 f(y). 
Fy(y)=P(Y<y)=P(X <y), 
其 中 ， 当 y<0 时 ，P( 系 三 y) =0; 
当 y=0 时 ， P(X <y)=P(- Vy<x</y) = 厂 ale %) dx. 
由 此 可 知 ， 当 0<y<1 时 ， 


1 ”1 3 
P(X < = ,dar | = 


当 T <y<4 时 ， 
0 从 
P(X <))= | dv+ | 本 dr = 村 + 二 
当 y>=>4 时， 
P(X <y)= . 二 r+/ —dx=1. 
将 以 上 计算 代入 式 (1) 得 
0 ， y<0 
3 
4 0<y<1 
Fy(y)= 1 
Pl 








2) 内 不 是 单 


(1) 
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———, 0<y<1, 
dF,(y) 8 
0<y<4 
所 以 ,fy(y) dy i 1<y<4 
0 其 他 8 7 
0， 其 他 


(1) | -于 4)=P(x< -了 Y<4j-=Plxs -二 ， <4| 


附注 f(y) 可 以 用 快捷 方法 计算 , 具体 如 下 : 


记 y=g(%x)=x ， 则 y=g(x) 在 f(x) 半 0 的 区 间 ( -1，2) 内 的 单调 区 间 为 ( -1， 
(0, 2). 在 ( -1, 0) 内 , y=g(x) 可 导 , 反 函 数 x=h(y)= -Wy(0<y<1), h'(y)= - 


0. DN, y(n) RR (0 Sy A) hi(#)=T 5 所 以 
YY 


fy(y) = 人 其 他 


0<y<4, 


其 他 





0， 其他. 
这 里 的 快捷 计算 法 见 《高 分 突破 》25. 
(23) 
分 析 ” 先 作 似 然 函 数 L(09) ， 然 后 用 最 大 似 然 估计 法 计算 9 的 最 大 似 然 估计 量 . 
精 解 ” 似 然 函 数 L(0)=f(xi; 0)fA(xs; 0)…f(x,; 9) 的 最 大 值 只 能 在 0 < wi，w%， 
<2 的 区 域内 取 到 ， 所 以 它 可 简 记 为 
L(0)=0"(1 -0)"™", 





取 对 数 得 
InL(0)=NIn0G+(n-N)In(1l -0), 
所 以 


dn 1L(0) NM n-N 
dg 0 1-0 





。 [A 0 < < . 0<y<4, 


0) 和 
ly 
2 
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N 


dlnL(90) 
人 
了 dg 0 


N n- 
站 印 责 三 1- 





=0. 解 此 方程 得 0 = 一 . 所 以 ， 由 最 大 似 然 估计 法 知 6 的 





最 大 似 然 估计 量 6 = 全 





附注 ”顺便 考虑 以 下 两 个 问题 ; 
( 1 ) 6 的 矩 佑 计量 


由 于 
Ee | Od | | «(1-0)40=3 -0 
邻 EX = Y= 汪 > 如， 即 2 -9 = 天 解 此 方程 得 0 = 闻 - 针 所 以 由 矩 估计 法 知 8 的 矩 估计 
量 为 
入 3 = 
6 = 


容易 知道 0 的 算 估 计量 6 = 3 - 芒 是 无 偏 估计 量 
( 过) 9 的 最 大 似 然 估 计量 9 = 字 的 无 偏 性 ， 
容易 知道 N~B(n,，0)， 所 以 


BO=LiN= .=eQ 
n n 


因此 ， 最 大 似 然 估 计量 0 是 无 偏 的 . 
应 熟练 掌握 总 体 未 知 参 数 的 矩 估计 量 与 最 大 似 然 估 计量 的 计算 方法 


纵 观 近 十 年 的 全 国 硕士 研究 生 人 学 统一 考试 试题 ， 会 发 现 有 些 知 识 点 在 考题 中 每 每 出 
现 ， 连 续 地 或 间断 地 ， 单 独 地 或 综合 地 ， 这 就 是 考试 热点 . 

这 里 分 高 等 数学 、 线 性 代数 、 概 率 论 与 数理 统计 ， 对 有 关 热 点 问题 中 较 复杂 部 分 进行 一 
些 讨论 ， 供 考生 参考 . 








1. 未 定式 极限 的 计算 
函数 极限 计算 中 ， 最 主要 的 内 容 是 未 定式 极限 计算 . 
未 定式 极限 共有 以 下 七 种 类 型 

0 oo 


0 0 
"B02 -E01 5 有 


其 中 最 常 考 的 是 5 型 和 1” 型 ， 


11 了 型 未 定式 极限 的 计算 方法 


人 则 称 lim 人 二 为 型 未 定式 极限 ， 它 可 按 以 下 步骤 计算 : 








(1) 化 简 lim/ ) 常用 的 有 以 下 五 种 方法 : 


a. 消去 f(x) 与 g(x) 的 公 因 子 . 

b. 分 子 或 分 母 有 理化 

c， 当 x 一 wo (x0 关 0 ) 或 x 一 % 时 ， 分 别 作 变 量 代 换 1=x -so 或 1 = 二 
d. 由 极限 运算 法 则 算出 其 中 非 未 定式 部 分 的 极限 . 

e. 对 AKxz) 与 g(x) 作 等 价 无 穷 小 代 蔡 ， 常 用 等 价 无 穷 小 有 : x 一 0 时 ， 


sin x ~x, tan x ~x, arcsin x ~x, arctan x ~x, In(1 +x) ~x,e -1 ~x, 
(1 +x)* -1 ~ur(M#0), 1 -cos 4 

通过 如 上 化 简 后 ，0 型 未 定式 极限 lm 人 就 变 得 十 分 简单， 往往 可 以 用 极限 运算 法 直 
接 算出 . 

(2) 如 果 lim ze 不易 作 如 上 所 述 的 化 简 ， 则 可 考虑 使 用 0 型 洛 必 达 法 则 或 对 fx) 或 
g(%) 应 用 麦克 劳 林 公式 ,特别 当 f(x%) 或 g(x) 是 积分 上 限 函 数 时 ， 必 须 首 先 应 用 洛 必 达 法 
则 ， 以 消去 积分 运算 . 

第 用 函数 的 麦克 劳 林 公式 是 : x 一 0 时 ， 





2 n 

x x 

e” =]+X+ +…+7 -+o(x"), 
2 nl 
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sinw = % + ee 
cossxe = 上 上 十 … 十 (一 1 有 (Ce) 
21! (2n)! : 


1 —x" +o(x") 
罗 n 





LT1) RD n+t1), 








1 “=1 
(1 +x) + MX 71 本 + o(x”), 
特别 地 ， 一 ne 
1 2 nn n 
二 =] -x+x ++(—-1)"x" +o(x"). 
x 


例 1.1 计算 下 列 极限 : 


(1) 1 
x—0 “全 + x2 -| 


3ln(1 ~ sin x) + (1 ~- cos i 
(2) lim ™ 
a0 





(1 +cosx)ln(1 +x) 


精 解 (1) 所 给 极限 是 9 型 未 定式 极限 ， 由 于 x*-”0 时 ， 





e-e =-e(e -1) ~-e(cosxy -1) ~ pn 
1l1+x -1~—x’ 
e 2 
所 以 ， lim 一 一 二 
二 


(2) 所 给 极限 是 了 型 未 定式 极限 


3ln(1 ~ sinx) + (1 - cos ee 3ln(1 - sin x) + (1 ~ cos i 
x by 














i 由 元 
(1 +cosx)ln(1 +x) 2 me ln(1 + x) 

1 3ln(1 -sinyx%) 人 

站 lim 
2 0 总 

3 Jim ln(1 — sin x) 证 
2 x—0 多 
1 lim(! -cosx., . 1 ) 
2 x—0 x x 





其 中 ,lim 时 — sin x) jm __ 1 


% x—0 多 
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lim( 上 = esx , sin 二) = 0 (由 于 x 一 0 时 一 3 科 是 无 穷 小 ,sin 二 在 点 =0 的 去 
4 


心 邻 域 内 有 界 ). 
将 它们 代入 式 (1) 得 


3ln(1 ~ sin x) + (1 -cos a 






































， x 3 1 3 
un (1 +cosx)ln(1 +Y%) ~ 2 Se 了 
例 1.2 求 下 列 极 限 : 
. [sin x - sin(sin %) Jsin x 
(1) lim 本 ; 
. (1 - — ln(1 +t 
(2) Jim Cos x) [x nf an x)] 
0 sin % 
精 解 (1) 所 给 极限 是 了 型 未 定式 极限 ， 由 于 
[sin x — sin(sin x) |sinx = 2cos > <sin 三 <sin xX， 
. %X— sinx 
所 以 ,lim [sin x — i X) |sinx = 2 limcos® +sinx . lim sin x 医 sin 2 
x—0 x x—0 x—0 多 x—0 人 
Sih — sin % 
=2.1.1. 和 
2 x- 
.XX 一 sin x 洛 必 达 法 则 ,. 1] -= cosx 
= lim lim 5 
x—0 Ww x—0 3x” 
1 2 
= lim a A 
0 3x 6 
(2) 所 给 极限 是 5 型 未 定式 极限 ， 
了 — ln(1 + tan x)] 
]i (1-cosx)[x=-ln(l1+tanx)] . 2 
im = lim 了 
xm0 S1n % 2 0 稳 
_ 1) x—-ln(l+tanx) 
二 2 
sec?x 
洛 必 达 法 则 1 ji 1+tanyx 
im 
0 2x 





i tan2x + tan x 
二 lim 
4 0 (1 +tan x)x 


| tan2x tan x 
一 liml - -一 + 一 一 
4 x—0 ba 这 


ll 
让 
[| 
十 
六 
中 
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例 1.3 计算 下 列 极限 : 

| [aretan(1 £2]dy 
x(1 - cos Vx) 

| -AD 





(1) lim 
2 一 0 


(ln (其 申 太 9 连 


os — 1)dt 


续 ,， 有 日 f(0) 关 0). 


精 解 (1) 所 给 给 极限 是 型 未 定式 极限 ， 


[ [ | arctan( 1 


lim 


+i)dildu 





和 x(1 一 cos 


[ [| arctan(1 +i)dildu 
0 -Jo 


= lim 
x—0 





洛 必 达 法 则 [ arctan(1 + 站 di 
一 lim 





洛 必 达 法 则 
(2) 所 给 极限 是 型 未 定式 极限 ， 


i 


4 


T 
limarctan(1 +%)= arctanl = 一 
a0 





a «| fa = ff Dd 


4 




















”fflx -it . «| fw) du 
本 | Du 洛 必 达 法 则 三 二 
a fa AD de + f(x) 
=1 - lim Li I =1- x 2 
Ef dr + As) [fa 
MX J0 Mi + f(0) 
PO ge 
or elif() = /0). 
将 式 (2) 代 人 式 (1) 得 
| («fd 0) i 


9 «| As 一 二 di 





OoO)+Ao) 2 


(1) 


(2) 


一 、 高 等 数学 Ey 





1.2 过 型 未 定式 极限 的 计算 方法 


设 lin)= we，ling(o=m， 则 称 lim 人 为 芝 型 未 定式 极限 ， 它 有 以 下 两 种 计算 
方法 : 


(1) 利用 站 -18(*) 或 变量 代 换 将 所 给 的 中 型 未 定式 极限 lim 人 《转换 成 0 型 未 定 
本 o Re 0 


式 极限 ， 然 后 按 了 型 未 定式 极限 计算 方法 计算 ， 特 别 当 未 定式 的 极限 过 程 是 +» + wm 时 ， 往 











往 利 用 lim 区 = lim 也 -0(a 是 正 数 ) 可 快捷 获得 计算 结 
x+o xy 二 oo NN 





(2) 如 果 lim 疙 比较 容易 计算 ， 则 可 用 名 型 次 必 达 法 则 计算 各 型 未 定式 极 


.f(x) 
限 lim 一 一 一 . 
8g(%) 


例 1.4 计算 下 列 极限 : 


x 
e ——xarctan x 





(1) lim 


区 日 
YX 一 十 oo e 十 % 


wy ee 


Xx +% nx 


精 解 (1) 所 给 极限 是 =- 型 未 定式 极限 


由 lim =0 知 x 一 +o 时 ， ex -二 aretan by 中 的 二 raretan x 可 以 忽略 ， 同 样 es +x 中 的 
i 
x 可 以 忽略 ， 所 以 





x 2 
e ——Xxarctan x 
lim = lim 2 = 1. 
Ca e +%X 2 
(2) 所 给 极限 是 一 型 未 定式 极限 . 
工 mx 
Jim In(x* -1) 2 Tim ln(e* -1) 
二 ln x Ss lInx 
a .1-— lInx 
洛 必 达 法 则 x? 
Sw 
一 (86* 二 证) 
x 
1-lnx 
= lime lim 
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1 -lnyx 
Ee 
+ orl1 0 
1 -lnx 
i x 时 1 i 
= lim = dim (i 1)=-1 
Xx 


1.3 0.% 型 和 ww -oo 型 未 定式 极限 的 计算 方法 

设 limf(x)=0，limg(x)=% ， 则 称 limfx)eg(xz) 为 0. oo 型 未 定式 极限 . 

设 limf(x)=% ，limg(z)=o ， 则 称 limLNKx) -g(x)] 为 w -oo 型 未 定式 极限 

这 两 种 未 定式 极限 可 以 利用 代数 运算 或 变量 代 换 转换 成 型 或 所 型 未 定式 极限 ， 然 后 按 
相关 方法 计算 . 

例 1.5 求 下 列 极 限 : 

(1) im( -~ sj; 


“0 \sIn wx bg 





om[( + 二 -中 
精 解 (1) 所 给 极限 是 - w 型 未 定式 . 


2 2 3 
in 1 205) = Lime 一 Sin w%* cosw (5 型 未 定式 极限 ) 








“一 可 发 u 
“0 \sSIn % 好 x 0 MX SI1n % 
-1]i (YX +TSmnx。cosY)(Y -Simnx。cosY) 
= lim 
x—0 x 





1 . 
人 x 一 二 Sin2% 
. WX+sinx* cosx 
lim » lim 3 
x—0 po x—0 x 





X 一 2x 











= 2 lim 一 一 一 一 一 
x—0 
1 2 
洛 必 达 法 则 . 1 -cos2x 。 2 (2%) 4 
一 一 21 一 一 = 2 1im 本 = 一 . 
x—0 3x x—0 3x 3 
(2) 所 给 极限 是 0 . oo 型 未 定式 极限 . 

(4 十 | 一 e 0 
im| (1 十 | 一 e = lim 这 (一 型 未 定式 极限 ) 
二 X 一 oo 1 0 

x 
令 ; = ln(1+)) 
lim CL +) -e _linme e 








一 、 高 等 数学 . 159 . 














va lIn(1 + _] 

二 elim e lim t 

t=0 t t—0 t 

1 

.Jn(1 +t) 一 + 洛 必 达 法 则 ee 
= elim 5 一 elm 

10 t i»0 2t 
= elim a 二 
2020+i 2 


1.4 0 ,1 及 o "型 未 定式 极限 的 计算 方法 
设 limf(x)=0，limg(x)=0， 则 称 lim[FKx) ]s2 为 09 型 未 定式 极限 . 
设 lmf(x)=1，limg(%)=% ， 则 称 lm[ f(x)]“” 为 1” 型 未 定式 极限 . 
设 limf(x)= ww ，limg(x)=0， 则 称 lim[f(%x)]*” 为 w" 型 未 定式 极限 . 
这 三 种 老 指 函数 型 未 定式 极限 都 可 按 以 下 步骤 计算 ， 
(1) 将 寡 指 函数 指数 化 ， 即 [Kx) ]&2 = es ， 则 
lim[ f(x) 12% Ee AN) 
(2) 按 0.: o 型 未 定式 极限 计算 方法 计算 limg(x)In f(x)， 如 果 它 为 4， 则 
lim[ f(x) J = eé. 


例 1.6 计算 下 列 极限 : 
(1) lim (和 — arctan 4) ; 


(2) lim (sin + COS 二 ) ; 
(3) lim (ln x)**-. 
精 解 (1) 所 给 极限 是 0" 型 未 定式 极限 . 


lL 
];i TT Inx _ lim Faln (Farctan x 
1 7 一 arctan % = ex 一 +m > 


YX》 十 oo 


. 1 
其 中 lim ln (TF ~ arctan «) 


NX +% 了 多 


T 
令 : = ta 


2 lInt 
1m 
tr ln cott 








(2 型 未 定式 极限 】 


1 


洛 必 达 法 则 ， 
im 二 =-lim(cost :smtj=-(Lxl)=-1 
mo+ CSsC 1 一 0 十 t 











coti 
.二 < 
TT Inx 四 
所 以 ， lim (TF arctan zj =€ 
XP+m 


(2) 所 给 极限 是 1” 型 未 定式 极限 . 
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。 汪 多 1 . im xln (si s 一 
lim | sin 十 COS 二 Be 
X00 pa 区 


其 中 ，limaln (sin 2 + eos 工 ) (0， % 型 未 定式 极限 ) 














令 : = 二 
,ln(sin 2t + cos1) 0 Ra 
一 型 
lim ; ( 富 型 未 定式 极限 】 

可 iim! + (sin21 + cost—1)] 

i>0 1 
二 jm sin 2 — (1 —cost) _ jm Sin 区 _jml -cost_ 

i»0 1t t—0 1t t—0 1 

所 以 ， lim (sin 2 + COS 2 6 
>% % x 
(3) 所 给 极限 是 w， 型 未 定式 极限 . 
lim (ln Xi 1 三 im -DI 


其 中 ， im (x* -1)lnlInx (0. oo 型 未 定式 极限 ) 











= lim 守 一 - ( 型 未 定式 极限 
ln ln x 
= lim -= limn 一 a U， 
一 十 0 1 X—+00 1 N00 " 
ln ln x ln lnx 





所 以 ，lim (ln 和 51 =e = 1. 


2. 数列 极限 存在 准则 的 应 用 

当 数 列 极 限 不 易 用 运算 法 则 和 函数 极限 计算 时 ， 往 往 使 用 极限 存在 准则 进行 计算 . 

数列 极限 有 以 下 两 个 存在 准则 . 

数列 极限 存在 准则 了 设 数 列 | x) ，!17 ，|z,| 如 果 它 们 满足 y x, 二 zn = 1,2,…)， 
且 ]imy'， 三 limz, 三 A, 则 limx, 三 外 

注 在 利用 数列 极限 存在 准则 工 计算 limx, 时 ， 可 以 通过 适当 缩小 与 放大 x, ， 寻 找 数列 
(9,1 S12,). 

数列 极限 存在 准则 了 ” 设 数列 |x, | 单调 不 减 有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 ， 则 limx, 存在 . 

注 当 |x,| 由 弟 推 式 x,，x, ,i =f(x,)(n=1,2,…) 定 义 时 ， 往往 使 用 这 一 准则 ， 并 且 
当 证 得 limx, 存在 时 ， 记 其 极限 为 4， 对 所 给 递 推 式 两 边 令 nw 取 极限 得 4 =f(4).， 解 此 方 
程 所 得 4 的 值 ， 即 为 limx， 的 值 . 
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例 2.1 计算 下 列 数 列 极限 : 








(1) lima,, 其 中 a4, = 再 


n+ es 
2 n 


1 
(2) limzx, ， 其 中 ww Wi = 


n 


精 解 (1) 由 于 a, = 





函数 的 积分 和 式 ， 现 对 它 作 适当 缩小 与 放大 得 
i=ln+ 二 





这 n 4 
泛 1 是 。 
于 27 
< Cn < 可 
=1 Ni-1 


flim 4 > 22 = be = 二 (由 于 上 > 2* 是 函数 2* 在 [0, 1] 上 的 积分 和 式 )， 











lim [六 = lim “im 二 > 2 -= 1 . 三 


mo 7 十 1 x 入 二 mo MN 

所 以 由 数列 极限 存在 准则 了 知 lima, = 二: 
(2) 容易 看 到 

0 <u, = | Initllln(l +#)1"dis Gn2)"| [Inildi (n= 1,2,.…). 


并 且 lim0 = lim(In2)"|[ JIn tldt =0 (因为 | lln ild 是 收敛 的 反常 积分 ) ， 所 以 ， 由 数列 极 
限 存 在 准则 I 知 limu, =0. 

例 2.2 证 明 : 

(1)1-22 <cos2: <1(0<1<1); 


(2 lim 1| a ww _ 元 


精 解 (1) pe 1] ， 显 然 有 cos 2t <1， 下 面 证 1 -2t < cos 2 
记 f(t)=cos 2t- (1 -27), 则 它 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0, 1) 内 可 导 且 
f(t)=-2sin2t+4t = 2(2t- sin2t) >0, 
所 以 ,对 于 te (0, 1] 有 f(t) >f(0)=0， 即 1 -21 < cos 27. 
(2) 由 (1) 中 已 证 的 不 等 式 知 
































1 Le 1 eb 1ri1 
1 二 :< 二 | 宫 ns 
es -La 。 ju =- 工 (2 i 
__3 Po 1 pl 6 
4n 4 2n? 4 ” 
1ri1 1 1 1 
pe Ry 
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所 以 ， 由 数列 极限 存在 准则 工 得 lim 二 | sse = 二 


例 2.3 求 下 列 极限 : 
(1) limx, , 其 中 1x,} 是 由 递 推 式 0 <xi <T，%, ,i =sin x, (n=1，2,…) 定 义 的 数列 ; 





(2) 加 人， 其 lw1 是 CD) 中 定义 的 数列 

精 解 (1) 由 于 !x,} 是 由 递 推 式 定 义 的 ， 所 以 宜 用 数列 极限 存在 准则 工 求解 . 

由 ww se(0,T) 知 1x,} 是正 项 数列 (容易 看 到 x, <1, m=2，3，…) ， 

nl = snx < (n=1,2,.…), 

即 |x*, | 单调 减少 有 下 界 ， 所 以 由 数列 极限 存在 准则 正 知 limx， 存在 ， 记 为 4, 则 4s[0，1). 
在 递 推 式 x,， 1 = Sin %, 的 两 边 令 "一 o 取 极 限 得 4 = sin 4， 显 然 在 [0，1) 上 该 方程 仪 有 

解 4 =0. 因此 Tim =0. 











和 




















ee 
(2) 由 于 lim (2 = ia[ 至 
no MX 


n>% 





所 以 将 上 式 右边 的 x, 换 为 x， 得 1” 型 未 定式 极限 lim im (Sn) 


i im Ln (sins 
jw 亚 2) 加 en 


x—0 x 





IE 


= lim (9 型 未 定式 极限 ) 








= lim 
2 一 0 


少 必 tk 法则 cos -1 
x—0 3x? 





人 | 一 


E 


因此 tim (a) = 从 而 lim “et 
例 2.4 (1) 证 明 : 二 作 的 下 雪上 chn[1+ 工 ] < 成 
(2) 设 4,=1+ 汪 +++ 上 一 In n(n=1，2，…)， 证 明 数列 |4,| 收 化 


精 解 (1) In(1+4) 在 [0， 士 ] 上 满足 拉 格 朗 日 中 信 定 理 条 件 ， 所 以 存在 ge (0, 十] 


so) 


ml + 二)-In(l +0)=[ 
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即 In(1+ 二 = 六 





所 以 由 -+ < <1 得 < In(1 a fa, pa 
证 条 & n n 


(2) 现 用 数列 极限 存在 准则 荆 证 明 | a | 收敛. 
对 n=1,2,…， 由 


Qurl — 0 = [I+ n(n + 1) |- (1 1+ 广 + + 上 -Inn) 


= 一 -mll + 二 )<0 (利用 (1))， 








= n(n (1 + 二 )>0 





知 |a, | 单调 减少 有 下 界 . 因此 由 数列 极限 存在 准则 工 知 |o, | 收敛 . 


3. 零点 定理 、 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 中 值 定理 与 积分 中 值 定理 的 综合 应 
3 零点 定理 

函数 f(x) 在 [a,，5] 上 连续 ， 且 f(a)f(5) <0， 则 存在 ge (a, 5) ,使 得 f(&)=0. 
零点 定理 有 各 种 推广 形式 ,例如 : 
设 函 数 f(x) 在 [a, 5b] 上 连续 ， 且 f(a)f(b) <0， 则 存在 Ee[a, 5b]， 使 得 f(é)=0. 
设 函 数 f(x) 在 [a，+% ) 上 连续 ， 且 f(a) “lim f(x) <0， 则 存在 &e (a，+w )， 使 得 


/(é)=0. 

3.2” 罗 尔 定理 

设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 且 f(a)=f(5)， 则 存在 &e (a, 5)， 
使 得 (8)=0. 

注 罗 尔 定理 有 各 种 推广 形式 ， 例 如: 

设 fx) 在 [a，+w) 上 连续 , 在 (a，+% ) 上 可 导 , 且 f(a)= lim f(x)， 则 存在 ée (a， 


+% ), 使 得 f(&)=0. 
设 fx) 在 [a, b] 上 连续 ， 在 (a, 5b) 内 二 阶 可 导 ， 且 对 于 a <c<b5 有 f(a)=f(c)=f(b)， 
则 存在 &e (a, 5)， 使 得 fr(&)=0. 
3.3 拉 格 朗 日 中 值 定 理 
设 fx) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 ， 则 存在 &e (a, 5)， 使 得 
f(b) -fla)=f"(€) (0 -a). 
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3.4 积分 中 值 定理 
设 /(*) 在 La， 5] 上 连续 ， 则 存在 ge [a, 5], 使 得 f(x)dx = /8)(b - 


注 ”积分 中 值 定理 有 以 下 的 推广 形式 : 
设 fx) 在 [a, 5] 上 连续 ，g (x) 在 [a, 5] 上 可 积 且 不 变 号 ， 则 存在 Ee [a, 5]， 使 得 


[f(g() = /8) [elx) dr. 





例 3.1 已 知 函 数 f(x) 在 [0, 1] 上 连续 , 在 (0, 1) 内 可 导 , 上 且 f(0)=0, f(1)=1， 
证 明 . 

(1) 存在 te (0, 1), 使 得 f(&)=1 -é; 

(2) 存在 不 同 的 两 点 7,，m,e (0, 1)，, 使 得 fw,)f (wm,)=1. 

精 解 (1) 记 (x)=f(x) -1+x， 则 (x) 在 [0，1] 上 连续 , 是 

F(O)F(1)=( -1)x1= -1<0, 

所 以 ,由 零点 定理 知 存在 te (0, 1) ,使 得 FE)=0， 即 FE)=1 -和 

(2) 将 [0，1] 划 分 成 两 个 小 区 间 [0,z] 和 [&,，1] ， 且 f(x) 在 这 两 个 小 区 间 上 都 满足 
拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 me (0, &) 和 ,ee (é, 1)， 
使 得 














有 5 一 人 0) 1-é rr Vv_ HD -NO _ _é 
f°"(71)= Be »/ "(nm,) Te Te 
所 以 ， 存 在 不 同 的 两 点 m,，m,e (0，1) ， 使 得 
1-6€, ¢ 
, , le 网 = 1. 
fCN fF" (mm,) i 


例 3.2 设 函数 的 c) 在 [0，1] 上 连续 ， 且 70)=0 及 | Kxz)dx = 0. 证 明 存在 (0， 


1) ,使 得 f(x)dx = éf(&). 
精 解 ”将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 x 得 
xz) -|KDd =0. 
当 xe (0, 1] 时 ， 上 式 可 以 改写 成 
of) = [f(D 





=0, 即 [fxod] = 0. 
由 此 得 二 [CD dt = C. 故 作 辅助 函数 


1 x 

一 < 
Be AAD, 0<x1, 
0 x = 0. 


显然 ，F(z) 在 [0，1] 上 连续 ， 在 (0，1) 内 可 导 ， 且 PCD)= F(0) ( =0)， 所 以 由 罗 尔 定理 
知 ， 存 在 ge (0, 1), 使 得 PP(é) = 0, 即 (x)de = #1(&). 
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例 3.3 设 函 数 扩 xz) 在 [0，2] 上 连续 ,在 (0，2) 内 二 阶 可 导 . 证 明 下 列 结论 : 
(1) 当 了 (x) 满足 fA0)=f(2)=0, 了 (0)f'(2) >0 时 ,存在 &e (0,2), 使 得 1"(&)=0. 


(2) 当 失 9 满足 im 二 呈 -=0 和 2]/*) de = /(2) 时 ,存在 9e (0，2)， 合 得 /CD)=0 


精 解 (1) 和 是 没 /1(0)/.(2) >0 可 设 /1(0) >0, /7(2) >0( 当 /1(0) <0, 产 (2) <0 同 
样 可 证 )， 于 是 由 左 、 右 导数 的 定义 得 
A 


x—0+ = 
由 此 可 知 ， 存 在 x,，x, & (0， ee <x, ) ， 本 
f(z) >f(0)=0, f(x,) < 所 2) = 0. 
于 是 由 零点 定理 知 ， 存 在 xs es(x，x )C(0，2) ， 使 得 所 xs )=0. 

由 此 可 知 ,，Az) 在 [0，2] 上 连续 ,在 (0，2) 内 二 阶 可 导 ， 且 KKO)=Ax)=F2)(0<x3 < 
2) ， 于 是 分 别 在 [0，xs ] 和 [xs，2] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ， 存 在 &1 e (0, x) 和 é&,€ (xs,，2)， 
使 得 1(&1)=f'(&,)=0. 

由 于 f'(x) 在 [é&,, 色 ] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 因 此 存在 te (é&, 双 ) C(0, 2), 使 
得 f"(é&)=0. 

(2) 由 题 设 0= im 四 和 -省 必 达 法 则 jx) __1 


了 CO S TX sx 这 — Tsin Tx TT 








访 ( 玛 幅 广 (二 }=0 另外 ,由 
积分 中 值 定理 知 ， 存 在 «4e [于 ,1], 使 得 2 人 fx) dx = Kx 由 题 设 2 = /(2) 得 
f(x)=/(2)， 于是, /(*) 在 [%4，2] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 所 以 存在 me (xi，2) C 
[ 广 ， 2 使 得 7(m)=0. 
, 1 , 1 ,1 ， 、 
南 此 可 知 ,， (在 [去 ] 上 连续 ， 在 [于 ，m ] 内 可 时 , 且 广 (至 ]=/Cm)， 记 以 由 
罗 尔 定理 知 ， 存 在 9 [二 ,mh jc(0，2)， 使 得 六 CD)=0 


例 3.4 设 函数 p(x) 具 有 二 阶 导数 ， 且 满足 (2) > p(1) ,p(2) > | (se)dx, 证 明 存在 
ge (1, 3)， 使 得 pg"(é) <0. 

精 解 ”由 于 g(x) 在 [1，2] 上 可 导 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 &, e (1,2), 使 
得 p(2) -p(1)=o' (5)(2-1). 由 gpg(2) >g(1) 得 pg'(&1) >0. 

由 积分 中 值 定理 知 ， 存 在 x, e [2，3] ， 使 得 | eC) = p(xi). 于 是 由 题 设 知 p(2) > 
p(x1)( 由 此 可 知 2<x). p(x) 在 [2, xi] 上 可 导 ， 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 知 ， 存 在 &,e€ (2， 
xi ) ， 使 得 

P(N1) -Pp(2)= p (6,) (x -2), 
所 以 ， 由 pg(2) >9p(xi) ，2 <%i 得 p (所 ) <0. 

在 [6&1, 色 ] 上 ,9g'(x) 可 导 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 ge (&1, 6) C(1, 3)， 

使 得 p (所 ) -p96 )=p"(E) (6 -6 )， 即 
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jp (名 ) -2 (全 ) 
2"(E) = < 


例 3.5 设 函 数 Ax) 在 [a, 5] 上 有 连续 的 导数 ， 且 存在 ce (a, 5), 使 得 f'(c)=0. 证 
明 存 在 te (a, 5)， 使 得 


0. 





精 解 ” 先 将 欲 证 等 式 中 的 & 换 成 x 得 
| 1 __ f(a) 
70 -A= 








显然 这 个 以 f(x) 为 未 知 函 数 的 一 阶 线性 微分 方程 的 通 解 为 
_ -dr f(a) -ds 
f(x) | [e+ 人 2 ds | 

















| em[c + f(a)e 霹 ] 
= Cers + f(a). 
即 [f(x) -f(a) Je 让 =C， 所 以 作 辅 助 函 数 
F(x)= [f(x) -f(a) Je™. 
显然 P(x) 在 [a, 5] 上 可 导 , 且 F(a)=0， 当 FF(c)=0 时 ， F(x) 在 [a,c] 上 满足 罗 尔 定 
理 条 件 ， 所 以 存在 te (a,c) C(a, 5), 使 得 Fr(é)=0. 
下 面 证 明 在 F(c) 关 0 时 也 存在 使 得 Fr'(E)=0 的 志 
当 F(c) 关 0 时 ,F(x) 在 [a, c] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 因 此 ， 存 在 &1 s (a， 
c) ， 使 得 














P(e) - F(a) _ Fe) 


C 一 c-a 





F'(é) = 


在 [& ， cl 上 , (x) 连续 ， 且 
5 
所 以 ， 由 零点 定理 知 ， 存 在 Ee (各 ，c) C(a,5) ,使 得 P'()=0. 
综 上 所 述 ,不论 PFCc)=0 还 是 F(c) 关 0， 都 存在 #s (a, 5b), 使 得 PF(#)=0， 即 


f'(é) = -f(a) 


< 0， 





4. 定 积分 的 计算 

定 积分 计算 的 基础 是 定 积分 基本 性 质 、 基 本 积分 公式 及 牛顿 莱 布 尼 欧 公式 ， 还 应 掌 所 
一 些 计算 方法 ， 以 快捷 地 算出 定 积分 

4.1 换 元 积分 法 

如 果 | eds = |g(u(z) )du(s) ， 则 作 变 量 代 换 1=u(x) 得 三 ，g() di, 由 此 当 它 容 易 


计算 时 ， 就 算得 /x) dx. 
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如 果 | (4) dx 不 能 作 上 述 处 理 时 ， 则 作 适 当 的 变量 代 换 x = p(D)， 使 得 | rz)d = 


| 


三 Ae(D)g'(D 和 ,因此 当 有 边 定 积 分 较 易 计算 时 ， 就 可 算出 (x) de 


此 外 ， 有 时 对 7 = [me ) dx 作 适 当 的 变量 代 换 ， 得 到 关于 了 的 一 个 方程 ， 解 此 方程 得 到 





1 = | Aw)qx 的 值 ; 或 者 将 [x)dx 表示 成 fx) qx + | Ka)dr, 对 其 中 一 个 ， 例 如 


| Ce) ax 作 变 量 代 换 而 产生 一 个 新 的 定 积分 与 |/(x) ds 抵消 ， 从 而 算出 |/(x) qs 
4.2 分 部 积分 法 


分 部 积分 法 


四 本 本 | ul) do(%) -Cr)o(a) 人 om 





如 果 | v(x) du(x) 较 易 计算 ， 则 可 算出 | Ka)de 
有 时 ， 对 7 = (x) dx 连续 使 用 若干 次 分 部 积分 法 后 得 到 关于 7 的 一 个 方程 ， 解 此 方程 





得 到 7 = | /(x)dr 的 值 ; 或 者 将 7 表示 成 [有 (x)dx + | (sz)dz, 对 其 中 之 一 ， 例如 
[f(x) dx 施行 分 部 积分 法 产生 的 一 个 新 的 定 积分 与 | 天 (*) dr 抵消 , 由 此 算得 7 = 


ad 的 值 . 


此 外 ， 分 部 积分 法 往往 与 换 元 积分 法 相 结 合 ， 有 效 地 计算 定 积 分 . 
4.3 利用 奇 、 偶 函数 和 周期 函数 的 定 积分 性 质 计算 
设 f(x) 是 [ -a,，a] 上 的 连续 函数 ， 则 





0， 当 f(x) 是 奇 函 数 时 ， 
| fr) ar 
aoar。 当 /J(%) 是 偶 函 数 时 . 
设 /() 是 连续 函数 ， 且 以 7(T > 0) 为 周期 的 周期 函数 ， 风 


ee 


| far = | ads 二 中 ad (7 为 整数 ). 


例 4.1 求 下 列 定 积 4 
(1) | wxcos Vxdx; 


(2) [fx -2) dr, 其 中 f(x) = [ x(arctan x +e'), wx <0, 


Xe ， x 三 0. 
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Tm 今 1 = Wx rr 
精 解 | Vxcos Vxdx 一 | tecos t * 2tdt 
0 
= | Pd sint = 2(tsin :| | 21sin 1d1) 
0 6 0 


=4| td cos / = 4(ieos | | cos tdt) 
0 0 0 


T 


= 一 4T -4sint = -4T. 





3 六 1 1 
0) [fxs -Dr EE fd = {taretant + e) di + | tod 
1 
= taretan td +| te- I'ldt 
| | 
= [taretan td (由 于 te-1 1 是 奇 函 数 ,所 以 | te- I'ld; = 0) 


= 1 2 
三 于 | acetan tdt 
0 12 
和 一 一 di 
2 -1 hi 
1.7T_l 人 时 = 
Bk 
人 
8 


人 





1 /2 
t arctant 





~—(t — arctan 1) 
例 4.2 求 下 列 定 积 4 


和 (Ls) du 








1 -xY) fi (+x)—2x 
1 j= |e (1 + 和 2) 


-2 a 2% 
=- | ieee 人 


1 六 
e 
= | T+ J 
对 第 二 个 定 积分 施行 分 部 积分 法 [ e” d e” 
你 2 
ol+x’ 1 +x lo 




















L % 
| 一 
0 工 十 % 


ed 
Le a ( 5 eo” 
2 -一 je dx = “dx 十 1 -二 |e rd 
(Lh es by 人 % [is ah x 
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2 1 2 1 

证 

三 | e” “dx+ [xqe: * 
要 


2 




















对 第 二 个 定 积分 施行 分 部 积分 法 ea et) ea 
1 @ Xe 7 1 本 i % 
六 
= 
例 4.3 求 下 列 定 积 2 
到 1 
(7= 上 一 一 一 一 2dx; 
| 1 + (tan 如) 人 
(2) 7 = 二 
2 Vln(9 -=x) + Vln(3 +x) 


精 解 (1) 1= [一 


0 1+ (tan x)™ 


TT 
令 1 = 可 


二 —x T 


2 「 1 


1 + (cott)* 





T 
全 
0 


=[ (tan x) dx 


1 + (tan x) 


1 
一 一 dx 
1 + (cot x) 


R 


-Tu -人 二 


1 + (tan x) 





_ 人 TT 
好 7= 地 -7 历 以 7= 玫 

















cya [ Vin(9 — x) dx 
2 Mn(9 -x%x) + Vin(3 +x) 
2 
5 ln(3 +1) 十 ln(9 —1) 
= Vin(3 + x) dx 





In(9 ~- x) + VIn(3 +x) 


VIn(9 —x) 
= | ln(9 ln(3 有 


一 %) 十 








=2-1， 
即 T=2-I 所 以 T=1 


例 4.4 计算 定 积分 = | seossds 


sr mT 
， 加 2 1 ， 
情 解 7 = | e cos xdx = | Cos xde” 
0 0 





过 1 
+ | e'sin 2xdx 
0 0 


x 总 
= © COSX 
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= e" 一 1 + | sin 2xde” 


=er-1+ (e'sin2x 





-2| ecos 2xdx ) 
0 0 


e” 一 1 -2 er(2cos2x — 1)dx 


= 0" -1-4| eeosxdr+2| ed 
人 

县 天 ES- 三 所 以 1= 二 (er - 1)， 

例 4.5 计算 下 列 定 积 4 

) f+) V1 -x -dx; 


4T 
(2) | (sin' wcos’x + sin xsin 2xsin 4x) dx. 
0 


精 解 (1) [ry) V1 -x — x dx 


ji 人 数 ,所 以 +， /3 -Pd = 0 
由 于 ,| 一己 是 偶 函 数 , 所 以 | -ed 
= [dt) 























邻 1 = sinu 和 re 
3 2 5 arcsin 2 4 AS 
一 一 cos udu = 于 (1 + cos 2u)du 
4 J0 8 J0 
stn 
( i ) 5 arcsin 1 十 1 
= oO \u + sn ucosu . 
8 0 8 AS 4 





TT 
(2) 「 (singxcossx + sin xsin 2xsin 4x ) dx 
0 


三 | (singxcossx + Sin xsin 2xsin 4x) dx ( 由 于 sin'*weosix 与 sin xsin 2xsin 4x 都 是 
以 27 为 周期 的 函数 ) 
= 4| sinl0xcossxdx (由 于 sin0xcossx 是 偶 郴 数 ， 所 以 | sin0xcossxdx = 





2| sin"wxcosixdx; 由 于 sinxsin2xsin4x 是 奇 函 数 ， 所 
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以 | sin xsin 2xsin 4xdx = 0) 


mT 
:10 8 
三 要 人 sin! 0xwcos sxdx 十 | SIN XCOS xdx ) 
0 
2 


对 第 二 个 定 积分 令 : = x -人 


2 防 到 
4 ({ sin' xcosixdx + | cos! tsin’tdt ) 
0 0 











T 


了 了 
2 8 2 10 .8 

=4 ( sin xcos xdx 十 | cos xsin xdx ) 
o 0 


2 .8 8 
=4| sin xcos xdx 
0 


了 令 = 2x 本 
写 去 | sins2xdx 一 一 一 二 | sin’udu 


= a sinsudu(sin*u 是 以 严 为 周期 的 周期 函数 ) 


| TS NT Tn 
2s 226 8x6x4x2 2 24° 


例 4.6 a 





:8 
SIN X 


-Fl1l+e 


(1) dx; 


一 水 


(2) | xeos xln(1 + er )dx. 


精 解 (1) 积分 区 间 是 对 称 的 ， 但 被 积 函 数 是 非 奇 非 偶 函数 ， 因 此 将 它 表示 为 


singx ee Sm | ee i | 
(x) 5 Cr 





























l+e” 2\JL1+e l+e 1 +e 
偶 函数 it 
所 以 2 Sn % dy | sinsx sin 9 dx 
[Ee 和 6 


we _ 35T 
~ “8x6x4x2 2 2° 


(2) 积分 区 间 是 对 称 的， 但 被 积 函数 是 非 奇 非 偶 函数 ， 因 此 将 它 表示 为 


xcos xln(1 +e’)= [xcos xln(1+e) +(—x)cos(—x)lIn(1l +e™”)]+ 
2 











偶 函 数 


元 [xcos aln(l +e) — (-w)eos( -x)ln(l +e™)], 
奇 函 数 





2 
所 以 ， | xeos xln(1 + e*)dx 


= | [xeos xln(1 +e) + (—x)cos(—x)ln(1l +e™*) |dx 


2 2 
2 
= | eeos xdx = | edsin x 
0 0 
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2 


2 
一 2| xsin xdx 
0 0 


-A 
二 xX sinx 





2 
= 4sin 2 +2| xdcos x 
) 


| eos xdx) 
0 0 


= 4sin 2 + 2(xcos x 





= 2sin 2 + 4cos 2. 


5s. 二 重 积分 与 三 重 积分 的 计算 
5.1 二 重 积 分 的 计算 方法 


设 /(x, y) 是 有 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 ， 则 二 重 积分 有/(x, y) do 可 按 以 下 步 又 计算 





(1) 画 出 D 的 简 图 ， 根据 D 的 对 称 性 ， 化 简 内 (x, y) do : 
当 D 具有 某 种 对 称 性 时 ， 如 果 /(x, y) 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 , 则 (x, y)do = 


0; 如 果 f(%, yy) 在 对 称 点 处 的 值 向 此 相等 ， 则 es, y)do = 2 站 As， y)do (其 中 D, 是 D 按 
对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 ). 
记 化 简 后 的 二 重 积分 仍 为 jf(x, y)do. 


(2) 根据 刀 将 二 重 积分 转换 成 二 次 积分 : 
如 果 D = {x,y)|y (x)y n(x), asx 和 外 ( 蕊 型 ), 则 


bra) 
Ms, wae = La] es Dy 
如 果 D = | (x, y) |x (y)E%s%(y), cysdi( 型 ), 则 
d px2ly) 
Nr, yao = ey] fr, man 
如 果 D 是 以 原点 为 顶点 的 角 域 |(r, 9) |r(9)r<7(0),0<0<0<0,<27n|), 用 
极 坐标 计算 ， 此 时 
人 jx， y)do = 站 二 fereos 0，rsin 0)rdr. 
和 i r1(0) 


如 果 D 不 是 上 述 三 种 形式 的 积分 区 域 ， 则 用 若干 条 与 轴 平 行 的 直线 (或 与 轴 平 行 的 
直线 ， 或 从 原点 出 发 的 射线 ) 将 D 划分 成 若干 小 块 ， 使 每 一 块 为 型 (或 六 型 ， 或 角 域 ) ， 
然后 把 每 一 小 块 上 的 二 重 积分 化 为 二 次 积分 

(3) 计算 二 次 积 / 

例如 ,对 于 | qx” A(x, ?7)dy, 先 将 * 看 做 [a, 6] 上 的 某 个 固定 点 计算 定 积 


记 








ffs, poy p(x) ,然后 再 计算 定 积分 p(x) dx 
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例 5.1 计算 下 列 二 重 积 4 


(1) maxlay， 1}1dc, 其 中 D = {|(x,y)10<x<2,0<y=<2|; 











(2) Je, y)do, 其 中 DD = | (x， y) | |x|+ |y| 到 x 宇 0,y 宇 0| 及 f(x, y)= 
D 
x ， Ix|+ |yls1, 
1 
—— ,1<|x|+ |y|<2. 
精 解 (1) 曲线 xy =1 将 万 分 成 万 与 D, 两 部 分 (如 图 C-5-1 所 示 ), 并 且 , 在 D 上 
XY， (x, y) E D,,， 
max|xy,1| = 
1, (x,y) < 也， 
所 以 max xy, lildo 了 
Dp 
= Jao + Jyao D2 
DI D» 
= ldo + —1)d 
je jw ) de 是 区 
px 
=4+ Jash Gy -De DO 了 2 六 
En | (say -y) ds 图 C-5-1 
_ . 1 _19 
=4+] (2 -2 + 二 jd = 本 +hm2 
(2) 用 直线 x+y =1 将 DD 划分 成 D, 与 D, 两 部 分 (如 图 C-5-2 所 示 ) ， 则 
人 
flx, y)do = lx do + do 2 
AR 
1-% OtoinG 
= dz| wdy + | we™ a SN 
1 
1 TT 
要 _ 1 xD, 即 广 -一 
三 | x x’ ) dx + i cos 6+sin 6 
1 存 1 0 1 7 


= 五 + fl 了 





1 
12 5 


1 
7 + Aln(w2 + 1). 





= 一 jn | sec (9 -T)+tan(o | | 
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例 5.2 计算 下 列 二 重 积 分 : 


(i | a RD 
并 二 和 二 


(2) [yti + e+]jdo, 其 中 D = 1(z,y7) 122+ 姑 拓 他 ,ss >0,y > 0|，[ 四 表示 不 
超过 ， 的 最 大 整数 ; 


(3) [Jsino V1 -reos20drd9, 其 中 D = |(r, 9) |0 <<r<sec0,0 A 
D 


2 1 1 
情 解 (1) | = | + | 
其 中 [ee 了 [| dl + 7)= Fln2, 





『 一 区 一 ar = 0( 由 于 D 关 于 4 抽 对 称 ,一 他 一 
2. 小 证 涡 于 由 ] +x 十 Y 


在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ). 





2 
(2) 用 圆 w*+y =1 将 DD 划分 成 Di = |(x,y)|x +y <1,x >0,y >0) 与 D, = | (x,y) 


因此 | Ly -do = ln2+0 = 工 ln2. 
1 +t +ty 2 


3 > D > 
[1 <x +y V2,x >0,y >0), 则 在 D 上 ,xy[l +x +y] = 全 We 所 以 
2xy, (x, y) e D,, 
jos +x +y do = sac + J2xyao 
D Di D» 
fl, 了 145 
宣 | do| 六 sin Gcos 0 rdrt+ | do| 272sin gcos 0 rdr 
0 0 0 1 
三 于 | sin Ocos 0d0 + 村 | sin Ocos 0d0 
3 f . 3 1 3 
三 -| sin Ocos 0d0 = X77 = 8 
(3) 人 si 0 V1 - 产 cos20drdb > Pe 
D 








= frsin 0 V1 -rr (2c0s0 - 1)rdrdb 
D 





直角 坐标 
一 小 1 - [2x” - (x +y )]dxdy 
D 
































三 并 V1 +y -wx dxdy, 
D 





| 





其 中 D=|(r,0) 10<r<sec0,0<0< 了 | 图 C-5-3 


= |(x,y) 0 去 y 和 yx,0<x 和 1 (如 图 C-5-3 阴影 部 分 所 示 ) ， 所 以 
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rsin 0 V1 - rcos 20drd0 = 二 去 V1 -x +y dy 
0 “Jo 


D 


1 x 
3| xf Vl -x +yd(l -x +y) 


区 


1P 2 2 | 
= 本 | (1 + 和 )3 了 


1 六 2 、3 
3) [1 -C1 -w)i ld 





_1 lf 2 
-3-3 0 -i 
邻 x =sint 1 1 玉 本 
一 二 -了 | costid 





例 5.3 计算 下 列 二 重 积分 : 





(GD 有 -7)dc, 其 中 D = 7)1z-D2+(-1D2 <2,y> +; 


(2) ‖ VE TITac, 其 中 六 = |(x,y) |I0<x<2,-1<y<1). 


精 解 (1)D 如 图 C-5-4 阴影 部 分 所 示 ， 它 是 角 域 的 一 部 分 ， 所 以 用 极 坐标 计算 所 给 的 
二 重 积分 ， 





GD2+0-D2=2, 即 


/一 2(cos 6+SinD) 





























PE 





“< 


0 


图 C-5-4 


le -yy)do = [ag oo 0 - sin 0)rdr 
本 4 


4 


(eos 0-sinb).8(cos0+sin0)3d0 


3 (eos 0 + sin 0)°d(sin 0 + cos 0) 
4 
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于 
8 4 8 
= 本 x 林 (cosg+sing)t > 


(2) 由 于 嘱 关 于 * 轴 对 称 ，Vixz - |y|| 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 ， 所 以 
| v= do | Vlx-yTdo, 其 中 D, = |(x,y)10<x<2,0<y<1| 是 D 的 上 


半 平 面部 分 ， 如 图 C- 5 -5 所 示 . 用 直线 y =x 将 D, 划分 成 D, 与 D, 两 部 分 (其 中 D,，D, 分 别 
位 于 直线 上 方 与 下 方 )， 则 


| /eile 


=2(| Wxao + | =7ac) 








2(| oy i :| Vx ydx) 











[0 








Ce 3., 32 
= Sh + dy = 生生 


5.2 三 重 积分 的 计算 

设 /(x,y, z) 是 空间 有 界 闭 区 域 2 上 的 连续 函数 ， 则 三 重 积分 有 (x,y, z)dv 可 按 以 下 
步骤 计算 ; 

(1) 根据 2 的 对 称 性 ， 化 简 用 rz, y, z) qo 

当 0 具有 某 种 对 称 性 时 ， 如 果 /(x，y, z) 在 对 称 点 处 的 什 互 为 相反 数 ， 则 册 rx, y, z)do = 


0; 如 果 /J(x,y, 3) 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 , 则 有 ls, y, ?do = 2 有 x,y, z) qv (其 中 必 


是 2 按 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 ). 
化 简 后 的 三 重 积分 仍 记 为 有 f(x, y, z) dv 
(2) 根据 2 将 三 重 积分 转换 成 一 个 定 积分 与 一 个 二 重 积 4 
这 里 有 “ 先 一 后 二 ”和 “ 先 二 后 一 ”两 种 转换 方法 . 
例如 ，0Q = {(x,y,2) |z(x,y) z(x,y), (x,y) ED ,| (其 中 DD, 是 Q 在 x0Oy 
平面 的 投影 )， 则 
有 sy am = ao Kr, y, aa (“先后 =”). 


又 例如 , 2 = | (x,y,z) 1 (x,y) EDces 和 sz 和 中 (其 中 户 是 2 的 坚 坐 标 为 z 的 截面 在 xO7 
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平面 的 投影 ) ， 风 
有 su = fr yz) do(* 先 二 后 一 "). 


此 外 ， 当 是 角 域 的 一 部 分 | (7, 9, p) |n(9, p) rr,(0, 9), 91(9) 9 <9,(9)， 
9, 和 0 友 思 时 ， 用 球面 坐标 计算 ， 此 时 


re, y, 2)dv = [ 上 | ae 三” rems bsin p,rsin 0 sin p,rcos p)rmsin pdr. 
0 


(3) 计算 以 上 各 式 右边 的 积 
例如 ， 对 于 do ”f(x,y, adz, 先 将 (*，y) 看 做 六, 上 的 某 个 固定 点 ， 计 算 定 积 
Du z1(%, 7) 








2z2(xz，y) 记 
| fs, y, #2) ds 


2 Cx 


g(x, y) ,然后 计算 二 重 积 分 p(x, y)do. 


例 5.4 计算 重 积分 有 72 和 ,其 中 2 是 由 昌 面 := 及 平面 y= x=1 和 y=0, z=0 


图 成 的 立体 
精 解 0 是 曲 项 柱 体 ,其 曲 顶 为 =xy， 底 面 D, 是 wy 平面 上 由 直线 y=%， y=0, =1 
图 成 的 三 角形 ， 母 线 与 = 轴 平行 ， 所 以 


外 zu = J a en 
0 
。 ol ydo = 1 [ def yay 














例 5.5 计算 下 列 三 重 积 


01) adrayaz, 其 中 2 = 1, ya + + 1 
0 


(2) | (z+xy)dv, 其 中 QQ 是 球 x +y +z 4 与 x +y +z 三 4z 的 公共 部 分 . 
人 2 
精 解 (1) 用 球面 坐标 计算 


zdxdydz = “db 区 es .rsin pdr 
ee [ao ol 


T 


T 1 
三 2 4 三 ed 3 ) 
= 2m| cos’psin edp| dr = 27 x ( cos 9 ， 


(2) hes + xy) dy = 下 dy + 由 ou (1) 


由 于 各 关于 y0z 平 面 对 称 ， 地 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 
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yas = 0. (2) 


下 面 计算 有 jzqo， 由 于 球面 必 + 放 + 有 = 4 与 + 六 + 如 = 4 的 交 线 为 
0 





x2 2 zz =4 x2 2 一 
| Ey | +7 3, 它 位 于 平面 :=1 上 , 故 用 平面 =1 将 各 划分 成 0, 与 02, 两 


x? +y +z =4z， 三 由。 
部 分 , 其 中 0 与 2, 分 别 位 于 平面 z=1 的 上 方 与 下 方 , 是 
0 = {x,7,2) | + <4-2,1<z<2), 


(2 (wy Fy) [x +y 4z-z,0<z1). 
于 是 Ets 三 人 Pa 十 有 Po 
0 全 少 
1 ear+ [dac 
Dp: Ds 


(其 中 ;与 1D 分别 为 0, 与 02, 的 坚 坐 标 为 :的 截面 在 x0y 平面 的 投影 
= /2(4 -7)d + [2 (4 2) ds = Dn (3) 
将 式 (2) 、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
下 2 +) a = 
例 56 设 O-10w 122+PP+2s1|， 求 三 重 积 
有 | 


59 
15 


TT. 


精 解 下 | + tan(x% +y+2z) ]d 
0 


= ey 十 由 aacx 十 YY 十 z) dz ， (1) 
0 0 


其 中 Nai, 本 | do ap| ersin pdr 
0 


T 1 
三 27| sin pdp ， | e" rdr 
0 0 




















= 2 x2 x3(e -1)= (el). (2) 


下 面 计算 由 aacs +yY 二 z)dv. 


由 于 7: X+Yy+z=0 是 通过 原点 的 平面 ， 所 以 2 关于 7 对称. 设 Q 上 的 点 M, ( x0, 》o， 
z0) 与 M(x ,1, 21) 互 为 对 称 点 ， 则 MM 的 中 点 


(Fw + oa) +) + 
位 于 站 上 ,所 以 有 


1 1 1 
本 (xn + Xi ) + 7 (Yo + yi ) + 7 (2 +21)=0, Bh wo tyo +20 = 一 (Xi + yi +21). 
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由 此 可 知 tan(x +y+z) 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ,， 因 此 
DanC + y+ 2) =o (3) 
将 式 (2) 、 式 (3) 代 入 式 (1) 得 
[ee tone ty #5) J = Ge -1). 


6. 格林 公式 和 高 斯 公式 

6.1 格林 公式 

设 刀 是 以 光滑 或 分 段 光 请 闭 曲 线 C 为 边界 的 平面 闭 区 域 , 函数 P(x, y), 0(x, y) 在 D 
上 有 连续 的 偏 导数 , 则 


人 (>， y) dx + Q(x, y)dy = We = | 
其 中 左边 的 曲线 积分 是 沿 C 的 正 向 . 
关于 坐标 的 平面 曲线 积分 , 往往 可 用 格林 公式 作 快 捷 计算 . 
注 (i ) 如 果 工 不 是 闭 曲 线 ， 则 计算 | P(x， y)dx +O(x,y)dy 时 , 可 以 适当 添上 一 曲 
线 y, 使 得 三 + 7y 构成 闭 曲 线 ( 不 妨 设 其 为 正 向 ) ， 则 可 如 下 那样 应 用 格林 公式 计算 | P(x， 
y) dx + Q(x, y) dy: 
| y)dx + Q(x, y)dy 


= 中 P(z,y)dz + Q(x, y)dy - [P(x, y) dx + Q(x, y)dy 


Ty y 





= - 好 jar - P(x, y)dx + Q(x,y)dy (其 中 访 是 由 太 +y 围 成 的 闭 区 域 ) 


(这 ) 当 。 或 5 在 闭 区 域 性 的 内 部 有 不 连续 点 (xm，m) 时 ， 则 计算 p(x, y)dr + Q(， 





dy(C 是 万 的 正 向 边界 ) 时 ,可 以 作 一 位 于 刀 内 部 的 、 包 围 点 (xm , y。) 的 闭 曲 线 C,( 方 向 为 
负 向 ) , 于 是 
fp(x, y) dr + QC, y) dy 


= P(x, y)dx + Q(x, y)dy — [P(x, y) de + Q(x, y)dy 


C+C0 Co 


Ne 人 We 和 J y)dx + Q(x,y)dy (其 中 ,是 由 C+ Cu 围 成 的 闭 区 域 ). 





例 6.1 求 以 下 的 曲线 积分 : 
(1) faydx redy, 其 中 Piy =1- |x|(x e[-1,1]), 起 点 4(-1,0), 终 点 B(1,0); 
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(2) 人 全 让， 其 中 +z]+ |y|= 1 下 向 ) 


[x|+ 17| + 和 
精 解 (1) jd + Xdy = 一 | ad + xdy(L- 是 元 的 反 向 曲线 ) 
主持 ( | xydx + x dy 一 [edx + xzdy] 
L-+AB AB 


三 二 4 xydx + x dy + [ad + x dy. (1) 


L-+AB AB 


其 中 ， 4 xydx + wdy 一 一 EE I ~ 2 jac 


L-+AB 








(DD 是 由 正 向 闭 曲 线 L-+ 4B 围 成 的 人 4BC，, 如 图 C-6-1 所 示 ) 
= 外 ac = 0( 由 于 D 关 于 y 轴 对 称 , * 在 对 称 点 处 的 值 下 l 


为 相反 数 , 所 以 jxdo = 0)， 





| 


Jaydx + 站 dy =0( 由 于 4B 位 于 x 轴 上 , 其 上 各 点 的 y =0). 
图 C-6-1 
将 它们 代入 式 (1) 得 jd + x dy = 0. 

(2) 由 于 被 积 函数 中 的 (x, y) s C, 即 满足 lz|+ |y|= 1, 所 以 有 


$ dx + dy -= 1 站 Ly 


+ yl+tr Cl+w 1 +x 








Eo aroaaemamm 
D Ox 9y 





= | -一 ;do =0 (7 关于 y 轴 对 称 ，- 
(1 22) 


D 


77 在 对 称 点 处 的 信 互 为 相反 数 ). 


、 、 d ee d 、 、 、 人 
例 6.2 计算 曲线 积分 1 = 一 ,其 中 是 以 点 (1,0) 为 中 心 、R(R > 1) 为 半径 
GC A 


的 正 向 圆周 . 
精 解 ” 记 由 C 围 成 的 闭 区 域 为 D, 则 2 7 在 DD 内 有 不 连续 点 (0, 0). 因 
% J 


+ yy 422 + 
此 作 负 向 闭 曲 线 C,:4x” + y = a (其 中 & 是 充分 小 的 正 数 , 它 使 C, 位 于 DD 的 内 部 ), 于 是 


xdy — ydx xdy — ydx xdy — ydx 
- 422 十 y 422 + y 4x 二 人 
C C+Cs Cs 


ry bs 格林 公式 Ns) ake 
D 


十 
Ox 0y 
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=】 yy 一 4x -4x 十 入 0 
(4x’ 人 《422 + y)? 
EE ydx 各 占 灌 2 2 这 > 用 会 浪 a 
i = xdy — ydx( 由 Cs 上 的 点 满足 4x” + y =€,， 或 用 参数 方程 表示 为 
Cs “YX 4 


£ 
% = Ds 


"起 点 、 终 点 参数 分 别 为 ; = 0, ;1 = -27) 
y = ésint, 
= | (sco + esin 1t)dt = 3( -2T) = 一 看 
将 它们 代入 式 (1) 得 7 了 = 区 
6.2 ”高 斯 公式 
设 空间 闭 区 域 Q2 由 光滑 或 分 块 光滑 的 团 曲 面 围 成 , 函数 P(x, y, z), Q(x,y, 2), R(x,y,2) 
有 具 有 连续 的 偏 导数 ， 则 


人 P(x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z) dxdy = We 2 I 


9 
下 外侧 ) y 


关于 坐标 的 曲面 积分 , 往往 可 用 高 斯 公式 作 快捷 计算 . 
注 (1 ) 如 果 $ 不 是 闭 曲面 ， 则 计算 ‖ P(x， y,z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy 




















时 , 可 以 适当 添上 一 块 曲 面 5, 使 得 S + So 构成 闭 曲 面 (不 妨 设 其 为 外 侧 ), 于 是 可 如 下 那样 应 
用 高 斯 公 式 计算 JP(， y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z) dxdy: 














Jp, y, 2) aydz + Q(x, y, z) dedx + R(x, y, 2) drdy 
S 


= $$ Paydz + Qdzdx + Rdxdy - |Pdydz + odzdx + Rdxdy 


S+S0 
ne 和 + 8 | - Na + Qdzdx + Rdxdy, 


其 中 0 是 由 $ + Su 围 成 的 空 Ts 
(这 ) 当 针 ， 守 ，$ 在 空间 有 界 闭 区 域 2 内 有 不 连续 点 (mm， Jo， 5%) 时， 则 计算 丰 P(， 











y, z)dydz + Q(x, y, 人 + R(x, y, z)dxdy( 其 中 是 Q2 的 边界 的 外 侧 闭 曲面 ) 时 , 可 以 作 
一 位 于 人 内 部 的 、 包围 点 (%。, yo, zo) 的 团 曲 面 甩 (方向 为 内 侧 ), 于 是 


fee, y, z)dydz + Q(x, y, 2)dzdx + R(x, y, z)dxdy 





a Pdydz + Qdedx + Rdxdy - | Pdydz + Qdzds + Rdxdy 


30 


oe vece raw 
0 > 


站 
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其 中 , 02, 是 由 33+ 忒 围 成 的 空间 闭 区 域 . 


= 1 


例 6.3 计算 井 面 积分 人 sds + dd -addy 其 中 习 是 由 曲线 7 ' 绕 : 轴 


We 周 而 成 的 旋转 曲面 与 平面 z = - 1, z = 1 围 成 的 空间 闭 区 域 2 的 边界 曲面 外 侧 . 
精 解 So +y Ss = 1, 所 以 
{(x, y, 2) | (x, y) e D,, En 
其 中 DD, ss 的 截面 在 x0y 平面 上 的 投影 ,上 
D. = {(x， ~ +y <z i 





7 











于 是 入 ud ee 丰 [他 + 2 - 2 ]u 
-or +3 -1)dv = Jejae + 7) -1]dc 
= [elf of Gr - Drar] 
27| (3 + 1 )dz = 4 (3 二 了 + 工 jdz 人 


例 6.4 求 下 列 曲 面积 
(1) Jha +2y dzdx +3(z -1)dxdy, 其 中 3 是 曲面 z = 1 -x -yy(z 宇 0) 的 上 侧 ; 





(2) fe + ydzdx + zdxdy ,其 中 5 是 曲面 2x* + 2y + zz = 4 的 外 侧 . 
了 (x + F 


精 解 (1) 记 x0y 平面 的 位 于 3 之 内 的 部 分 (方向 为 下 侧 ) 为 2 ， 则 


Peer +2 和 dzdx + 3(z -1)dxdy 


dydz + 2 dzdx + 3(z — 1)dxdy — hex dydz + 2y dzdx + 3(z -1)dxdy, (1) 


So 


了 


$2 dyd +2 和 dzdx + 3(z — 1)dxdy 
高 斯 公式 3 2 汪 
高 斯 公 导 i ,0(27 ) ,09[3(z DJju 
0 Ox 9y 0z 





= ec +y +2z)dv 


= [EE +y + z) dz( 其 中 D,, = {(x, y) | 好 +y <1}), 
机 即 为 不 带 方向 的 马 ) 
= [Ge +7) 0 -2 -7) + -#7) le 
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-| def6 6[2(1 -7) + (1 7)? dr 
-6r| -ad = 27. 
户 dydz + 2y dzdx + 3(z — 1)dxdy 


-| -su =3xTmTx]1 = 37. 
将 式 (2)、 式 (3) 代 久 式 (1) 得 
J ayas +2y dzdx +3(z -1)dxdy = 27 - 3m =- 7. 


和 


2 2 2 可 2 十 22 -2x7 
(2) 由 于 L(x + 十 2 )? 三 二 小 Z = 
和 (x +y +a) 





| 
[二 六 二 x +2 -2y 
0y 


各 





* 
t+) 
(x 二 


0 





3 
[L(x +y + 2 )7 x +y 六 
0 





和 
(x +y + 2 )7 





有 不 连续 点 (0, 0, 0) e 2(2 是 由 三 围 成 的 空间 ) , 所 以 作 马 :和 + 放 + 和 = 


充分 小 的 正 数 , 使 得 内 侧 曲面 3, 位 于 Q 内部. 于 是 
fe + ydzdx + zdxdy 
3 (+ + 
xdydz + ydzdx + -0 -下 + ydzdx + zdxdy 








3+3, (x 十 入 + 了) 涡 (和 +y 十 好) 
xdydz + ydzdx + zdxd 
其 中 ， 2 ) Lh : 小 
B+5, (x? + + 2)7 
_ 高 斯 公式 | yy +z — 2x’ Re oh 
oaL(x + +) (x + +2)i (x+ +2) 


es = 0 (其 中 0, 是 由 卫 + 马 围 成 的 空间 闭 区 域 ) ， 











fa + ydzdx + Sy 


和 





(x 十 和 + 


= 点 他 aydz + ydzdr + zdxdy (由 于 被 积 函 数 的 *，y, = 满足 马 的 方程 ) 


M4 


= ei + ydzdx + zdxdy ( 驴 是 驴 的 反 向 曲面 , 它 的 方向 为 外 侧 ) 


高 斯 公 式 le es 





(2) 


(3) 


(5) 


(6) 
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将 式 (5)、 式 (6) 代入 式 (4) 得 


xdydz + ydzdx + zdxdy _ a 





5s (x +y + 好) 
7. 震级 数 的 收敛 域 与 和 函数 的 计算 
7.1 ” 窜 级 数 3 az2 收敛 域 的 计算 方法 


收敛 域 不 为 101 的 震级 数 > wux" 的 收敛 域 可 按 以 下 步骤 计算 ; 
(D 用 以 下 方法 算出 > wa" 的 收敛 区 间 


n+l 


如 果 lim | (或 lim 1 .|) 存在 为 p， 则 当 p 关 0 时 ， Da 的 收 钱 区 间 为 











ee 














如 果 lim | (或 lim "Ta TD) 不 存在 (例如 > a,x" 是 缺 项 繁 级 数 ) 时 , 将 将 a,x" 理解 成 
2 ET 
lim & 








n /Tulx)T) ， 如果 它们 为 p(x) , 则 收敛 区 间 为 {x p(x) < 1 
(2) 由 收敛 区 间 计算 收敛 域 ; 
当 > wx 的 收敛 区 间 为 ( - m ，+ wx ) 时 ， 收 和 域 也 为 (- m，+ ae ) 


当 》 oz 的 收敛 区 间 为 ( -RR, R) (R > 0) 时 ,考虑 > ax" 在 点 x = -R, 及 处 的 收敛 性 
将 其 中 的 收敛 点 并 人 收敛 区 间 即 得 收敛 域 ， 





例 7.1 求 星 级 数 > pe 的 收敛 域 . 
n=1 
精 解 ”ii = ?了 见 
青 解 记 a， ra 
n+i+l 
+1 +1 
p= 加 | + | = lm 2 3) 
nm no n 
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所 以 ， 所 给 宕 级 数 的 收 全 区 间 为 ( - ,一 )= (3,3). 
当 x =-3, 3 时 , 所 给 寡 级 数 分 别 为 


> 


"12"+(-3) ws | 


oo 


n .37 过 = _1 n n ， 
rE 客人 ) et | 2 
3 


由 于 这 两 个 级 数 的 通 项 极限 都 不 为 零 , 所 以 发 散 ， 因 此 所 给 震级 数 的 收敛 域 为 ( - 3, 3). 
7.2 蛙 级 数 > wur' 的 和 函数 的 计算 方法 
宪 级 数 > ou 的 和 函数 可 以 按 以 下 方法 计算 ; 
(1) 对 > we 进行 适当 的 代数 运算 (例如 , 将 > ou 的 各 项 同 乘 以 一 个 常数 或 必 , 或 者 


提出 一 个 常数 或 x**, 这 里 为 正 整 数 ), 或 作 适 当 的 变量 代 换 , 使 其 成 为 常用 函数 ( 指 e”， 
sin ax, cos ax, In(1 + ax), (1 + ax)*, 这 里 a, 都 是 常数 ) 的 麦克 劳 林 级 数 ， 从 而 求 得 


> ax" 的 和 函数 . 有 时 将 > az" 表示 成 几 个 寡 级 数 之 和 , 然后 对 每 个 寡 级 数 都 作 以 上 处 理 ， 


由 此 算得 wx 的 和 函数 





(2) 对 六 war 在 收敛 区 间 内 进行 求 导数 或 二 阶 导 数 ,或 在 收敛 域 上 积分 ， 即 
( > CQ ) ， ( 人 ca ) 或 | ol di， 


使 其 成 为 某 个 常用 函数 的 麦克 劳 林 级 数 ， 然 后 通过 积分 、 二 次 积分 或 求 导 算得 》 w ee 的 和 函数 





例 7.2 。 求 宕 级 数 》 五 上 we 的 收敛 域 与 和 函数 


n=0 2" ” nl 








精 解 > tl > nD tatl (sy 


n 0 2 “| n=0 nl 
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2 


所 以 ,所 给 宕 级 数 的 收敛 域 为 ( - ,+ % ) ,和 函数 S(*) = (地 x + +1)ei 
例 7.3 。 求 下 列 宕 级 数 的 收敛 域 与 和 函数 ， 









































(D FD” i | 
(2) DD" 
精 解 (1) a i = >(-0r Wi Cl 
(1) 
显然 ，> (一 1)" -Ix ” (2) 
此 外 ,对 xse(-1,1), 记 
| 1 2n 
SG = OD sam” 
mm Pe = n-l 1 Qn | _ x nm 
则 DN pvr mn 
=22(-1D = 2 (oe)™ = ， 
所 以 ， S'(x)= S$'(0) + | S(t 三 上 dt = 2arctan YX， 
S(x) = S(0) + [ $C) dr = | 2arctan td 
< 2 
三 2iaretan 1 | -| re 
= 2xarctan x -ln(1 + wx). (3) 
将 式 (2)、 式 (3) 代入 式 (1) 得 
> ta | 十 二 = arctan x -ln(l +x)(-1<x<1). 
(2) 记 坟 (4) = ("二 一 zw”, 则 
ur (%) . 2n-l 2 2 
uy u, (x) J bes 
所 以 ， 所 给 WO 1). 由 于 x =- 1, 1 时 ， 所 给 震级 数 都 
为 >(-D7 二 一 =， 收敛 . 因此 收敛 域 为 [ - 1, 1]. 


ee er 








n-l 1 如 < _ n-l 1 
( 1 刀 一 1 > ( 1) 2 
~ = n-l ly 2n-2 
“之 (—1) 人 dt 
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= 2 _ n-l ,2n-2 
= > 1)" 1 dt 


1 
I 


= Xarctan X. 
8. 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 
设 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
y+py +9y = f(x) (p,q 是 常数 , f(x) 是 已 知 函 数 )， () 
它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
y TD +qy =0. 人 有) 
式 (* * ) 的 通 解 了 可 按 它 的 特征 方程 r+ pr +qg = 0 计算 . 
当 f(x) 是 P(x)e” ,或 ew“[P,(x)cospBx+0,(x)sinBx]( 其 中 P(x),P,(x) ,0Q,(x) 分 别 
是 1,m,n 次 多 项 式 ) , 或 它们 的 线性 组 合 时 , 则 可 按 有 关公 式 算出 式 ( * ) 的 一 个 特 解 yx*. 此 
时 式 ( * ) 的 通 解 为 











J 
例 8.1 求 微分 方程 y+ ay = sin x 的 通 解 , 其 中 a > 0. 
精 解 ”所 给 的 常 系数 线性 微分 方程 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 为 
”+a =0, (1) 
故 有 特征 根 + = - ia, ia. 从 而 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
了 = Cicos ax + C,sin ax. 
下 面 计算 所 给 微分 方程 的 特 解 . 由 于 所 给 微分 方程 的 右 端 sin x = e"[0.cos(1.x) + 
1 sin (1 x) ] ,所 以 应 分 以 下 两 种 情形 计算 所 给 微分 方程 的 特 解 y”、 
当 a 关 1 时 , 0 +1 xi= i 不 是 特征 方程 (1) 的 根 , 所 以 
y™ = Acos% + Bsin x. 


将 它 代入 所 给 的 微分 方程 得 4 = 0, B = 一 ,所 以 此 时 y”= -sin 
当 a = 1 时 , 0 +1 xi=i 是 特征 方程 (1) 的 根 , 所 以 


y” = x(Aicos x + Bisin x%). 
将 它 代入 所 给 的 微分 方程 得 4，= - 了 B，= 0, 所 以 此 时 y” = - Seos 
于 是 , 当 a 1 时 ,所 给 微分 方程 的 通 解 为 
































. | 
y=Y+y = Cicos ax + Csin ax + 一 jn ws 
到 := 


当 & = 1 时 , 所 给 微分 方程 的 通 解 为 





y=Y+y = Cicosx + Csin YX - 3xeos 人 


例 8.2 设 函 数 y = y(x) 在 (- o ,+ o ) 上 具有 二 阶 导数 , 且 y’ 关 0, x = x(y) 是 y = 
y(%) 的 反 了 水 数 , 它 满足 微分 方程 
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d2x dx 
一 二 -一 三 0 
dz + + 


求 满足 y(0) = 0, Y(0) = 却 的 解 y = y(%). 
精 解 “所 给 微分 方程 不 是 常 系数 的 ,因此 将 y 看 做 未 知 函 数 , * 看 做 自 变量 , 改换 这 个 和 


分 方程 . 
a 人 dx - a) _ | 人 _ dy. Ea 
dy dx/ "dy dy\dx dx \ dx dy dz (dx/ 
将 它 代入 所 给 微分 方程 得 
SE 
- -| 一 | +(y+sinx)|— = 0， 
dx 


dx \dx 





和 y= sin (二 阶 党 系数 线性 微分 方程 ) (1) 


式 (1) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 有 通 解 
了 = Li + (Ce, 


此 外 , 式 (1) 有 特 解 y”= Acos x + Bsin x 将 它 代入 式 (1) 得 4 = 0, 有 = -二 ,所 以 y” = 


即 








= sin 六 因此 式 ( 1) 的 通 解 为 





y=Y+y = Ce +Ce”-— 3sin pa 
让 x —x 1 
且 y = Cie -Ce 一 cos 区 
于 是 , 由 y(0) = 0, y'(0) = 本 得 C =1，C, = -1. 因此 满足 yx(0) = 0, y'(0) = 地 的 微分 广 


程 的 解 为 


y(%)=e -e™-— 了 sin %. 








例 8.3 求 微分 方程 + y' - 27 = 一 的 通 解 ， 


精 解 “所 给 微分 方程 是 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 但 右 端 函数 不 是 e*P,(x) 或 
e [OO (xz)cosBx +R,(x)sinBx]( 其 中 P(x), 0,(x), R(x) 分别 是 1 m、n 次 多 项 式 ) 形式 ， 
所 以 它 的 特 解 y” 不 能 用 常规 方法 计算 . 因此 用 降 阶 法 求解 . 

由 于 和 + -2y = (y+2y) (yy +2y)= (y +2y)' (y+2y), 所 以 令 w = y +2y， 
则 所 给 微分 方程 成 为 一 阶 线 性 微分 方程 











一 、 高 等 数学 . 189 . 








和 ec + dj = ec -| 一 一 40 +e)] 
= ec -nl+e)]， 

即 Yy'+2y = ec -In(l +e™)]. 

它 的 通 解 ， 即 所 给 微分 方程 的 通 解 为 


y = e-Palc， 二 [ER 一 ln(1 + er- ]ePedx| 








=e™|C, + fe*[C, -In(1 +e™)]dxl, ™ 


其 中 ， [ex [C, -In(1 +e™) ]dx = 了 [ec = nl 4 0+) 1d 











- 村 {e*[c | de| 

= 了 er[C -lIn(1 +e™*)]- 半 ed 

-30 -In(l +e)] -3 -0 +1 -7 

了 er[c = Ce 5e - 5 于 In( + e™) (2) 











(以 上 计算 中 的 不 定 积分 不 必 加 任意 常数 ). 
将 式 (2) 代入 式 (1) 得 
1 . 1 


y= Ce + Ce 一 3e'ln(1 +e”)-— 亏 十 3 一 本 ze 一 3e In(l +e”). 
例 8.4。 求 满足 下 列 方程 的 可 微 函数 /x) : 
x = [fa + | — x) dt. 
精 解 ”为 消去 积分 运算 ,所 给 方程 两 边 对 « 求 导 得 
I 0 eh = 
= f(x) + 全 | (Cu + x)f(u) du 其 中 w= +t -x) 
df d 
= AD + FE) wf) du + Fe| fan] 
-AD -f+ fd tf) Hr) +f fw du, 


即 1 = Ka + | fu) du (1) 
两 边 对 x 求 导 得 
jz) = 一 所 一 2%)， (2) 
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且 f'(-%)=-/(x). 
于 是 有 f "(x)=f"(-x)= -f/x), f(x) + f(x)=0. (3) 
故 f(x) 满足 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (3) , 它 的 通 解 为 
f(x)= Cicos%x + Csin x, 
且 f'(x)=- Csinx + Ccosx. 
将 0) = 1( 由 式 (1) 得 到 ) 和 /'(0) = - 1( 由 式 (2) 得 到 ) 代入 以 上 两 式 得 
C=1,C,=-1, 





所 以 , f(x) = cos x - sin x. 


二 、 线 性 代数 


9. 向 量 组 的 线性 相关 性 的 判定 

9.1 向 量 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 判定 

判定 向 量 组 w , @,, …, @, 线性 相关 与 线性 无 关 可 以 按 定义 进行 , 即 如 果 存 在 一 组 不 全 
为 零 的 数 和 ,和 A,，…, 入 ,， 使 得 

Ad + +…+AaG =(0 (*) 

成 立 , 则 w , @,,，…, @, 线性 相关 ; 如 果 仅 当 和 ,A,，…, A, 全 为 零 时 , 式 ( * ) 才 成 立 , 则 
w, o%,，…,w, 线性 无 关 . 

判定 向 量 组 w , @,,…, w, 线性 相关 与 线性 无 关 还 可 以 从 计算 秩 r(w , a,,…, a,) 人 手 ， 
即 向 量 组 mw, %，…， @, 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 充分 必要 条 件 是 7r(@, @%,…, @,) < 
(C(O De 0000 2) SN 

9.2 ”向量 ( 或 向 量 组 ) 可 否 由 另 一 个 向 量 组 线性 表示 的 判定 

设 向 量 B 及 向 量 组 @, @ ，…，w, (它们 的 维 数 与 B 相同 ), 则 B 可 由 mw ,om ，…，aw, 线 
性 表示 的 充分 必要 条 件 是 r(a , 中 ，…， wa)=r(a yo， 4，B). 

设 向 量 组 B, ，B, ，…，, B, 与 向 量 组 w ,， .，…，w, (它们 的 维 数 与 B 相同 ) , 则 B，， 
DB …,B, 可 由 wm, 中,，…，,w, 线 性 表示 的 充分 必要 条 件 是 r(a ， o，…，a)=r(a，o，…， 
ao [0 00005) 
显然 , 当 向 量 组 Bb,, PB,,…, PB, 可 由 向 量 组 @, @,,…, @, 线性 表示 时 有 

人 
当 向 量 组 B1, B,,…, B, 与 向 量 组 w , % ，…, @, 等 价 ( 即 可 相互 线性 表示 ) 时 有 
全 二 

例 9.1 计算 下 列 各 题 : 

(1) 设 向 量 组 w ，oa ，os 线性 无 关 , 且 

Bi=(k-1l)a +o, +o,B;=a +(k+l)o, ta, By= -al-(L+F)a +(1-k)o,, 
求 使 向 量 组 B, , B,, B; 线性 无 关 的 有 的 值 . 

(2) 已 知 向 量 组 (IT): aw =(1,0,2)7, mw=(1,1,3)7 oa=(1，-1,a+2)7 和 向 量 
组 (I):B8,=(1,2, at+3) ,=(2,1, ac+6) 6 =(2, 1, ac+4) , 求 使 ( 工 ) 与 ( 工 ) 等 
价 的 au 的 值 . 

精确 (1) 由 于 @,@,, @ 线性 无 关 , 所 以 使 B1, B,, B; 线性 无 关 的 天 的 值 应 满 
足 r(pB,, B;, B;)=3， 即 为 
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1 k+l 1 
-1 (1+k) 1-k 
所 以 kz¥2, HB kz# + 2. 
(2) 由 ( 工 ) 与 CI) 等 价 知 
r(@, mo,m)=rB B,, Bb;). 
对 (B,, B,, B;) 施 行 初等 行 变换 得 


1 2 2 1 2 2 
(B', B,, B;) = 2 1 1 + -3 | 


=(2-k)(k -2)#0. 














a+3 a+6 a+4 
1 0 0 
一 |0 1 11, 


0 0 2 





所 以 r( I )=3. 
对 (aw ,om , as ) 施行 初 等 行 变 换 


1 1 T -村 
(am,a)=|0 1 -1 0 1 -1l1P 
a+2 0 1 a 


1 1 
1 -| 
0 w+l 
所 以 ， ER 
例 9.2 (1) 设 向 量 组 w =(1, 0, 1)', ao =(0,1,1)7 ,oa =(1,3, 5) 7 不 能 由 向 量 组 
B =(1,1,1)7, 8=(1,2,3)7, 8;, =(3, 4, oa)7 线 性 表示 , 求 a 的 值 . 
(2) 已 知 向 量 组 w =(1, 0,2,4)7, mw=(1,1,3,0)7a=(2,1,a+2,4)7，a, = 
(2, -1,3,4+7)',B,=(3, -1,a+6,a+11)',pB,=(0,1,2,4a)". 如 果 B 可 由 am ，a,， 
@;, @, 线性 表示 , 但 B, 不 能 由 w , a,, @;, @ 线性 表示 , 求 a 的 值 . 
精 解 (1) 由 向 量 组 w ,ww ,ao: 不 能 由 B, , B,, B; 线性 表示 知 


1 
0 
0 





rB DDN) <rB B,, Da @,, @). (1) 
对 (B1, B;, PB;, am， ) 施 行 初等 行 变 换 . 
1 1 3 1 0 1 1 1 3 1 0 1 
(Bi,Bs,Bs,a,@,@)=I1l 2 4 0 1 :+ 1 1 -1 1 
1 3 «a 1 1 5 0 2 a-3 0 1 4 
1 1 3 1 0 1 
一 |0 1 1 —1 1 | 
0 0 a-5 2 -1 0 


所 以 ， 由 式 (1) 得 a -5=0, 即 a=5( 此 时 7(pB,, pp,， Bs)=2, rp Da @,, @)=3). 
(2) 由 BB, 可 由 wm , @,@;, @ 线性 表示 知 
ra 0，a4)=TrCa ma， 4， DB ) ; (2) 
由 B, 不 可 由 w , @;, @;, @ 线性 表示 知 


ra ,mm)<ral ,aa BB,). (3) 
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对 (am 学 ao: ， aa3， Q4， Bb 9 B)) 施 行 初等 行 变换 ; 


1 1 2 2 3 0 
1 1 一 1 一 1 1 

(am 和， ma Bi,pB,) = 
2 3 w+2 3 w+0 2 


下 
Ls 
小 
SQ 
十 
~1 
SQ 
十 
pe 
A 
SQ 





0 1 1 -1 -1 1 

a 
0 1 a-2 -1 a 之 
0 -4 -4 a-l a-l au 
1 1 2 2 3 0 
0 1 1 -1 -1 | 

本 
0 0 a-3 0 a+l 
0 0 0 a-5 a-5S5 a+4 

所 以 , 由 式 (2) 得 ec 关 3; 由 式 (3) 得 a=3, 5. 综合 上 述 两 种 情形 知 , B, 可 由 @&, @, @, 


线性 表示 , B, 不 能 由 wm ,o% ，a; ,，a4 线 ; a=5. 


例 9.3( 单 项 选择 题 ) 设 w ,ww, …，4w, 均 为 n 维 列 向 量 , 4 是 m xn 矩阵 , 则 下 列 命 题 





正确 的 是 
(A) 若 aw ,mw,，…，, @a, 线性 相关 , 则 Aa ,Aa,,…, Aa, 线性 相关 . 
(B) 若 a, @,,，…, @, 线性 相关 , 则 4a , Aa, ,，…, Aa, 线性 无 关 . 
(C) 若 a, m%,，…，aw 线性 无 关 , 则 Aa ,Aa,,…, Aa, 线性 相关 . 
(D) 车 @, @,，…, Qa, 线性 无 关 , 则 4aw , 4a ，…，4aw ,线性 无 关 . 


[ 
精 解 ” 用 定义 判定 正确 的 选项 . 


设 w , @,,…, @, 线性 相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 入 ,A,,，…, A,, 使 得 Ma + 


和 +…+Aaw =0, 从 而 
AAa +A,Aa, +:… +AAa, =A(Aa + + +AQ,)=0, 

所 以 4a , 4a ,…, Aa, 线性 相关 . 

因此 本 题 选 (A). 

例 9.4( 单 项 选择 题 ) 设 A,B 为 满足 4B =0 的 任意 两 个 非 零 矩 阵 , 则 必 有 

(A) 4 的 列 向 量 组 线性 相关 , B 的 行 向 量 组 线性 相关 . 

(B) 4 的 列 向 量 组 线性 相关 , B 的 列 向 量 组 线性 相关 . 

(C) 4 的 行 向 量 组 线性 相关 , B 的 行 向 量 组 线性 相关 . 

(D) 4 的 行 向 量 组 线性 相关 , B 的 列 向 量 组 线性 相关 . 





[ 


精 解 记 4=(a,@w, ,al)(a yw,，…, 4 是 4 的 列 向 量 组 ), 由 于 Bz0, 所 以 不 
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妨 设 
bl 0 
by» by b 
B 21 ” 
by b, Ee b, 


中 的 第 1 列 是 非 零 列 , 则 由 4B = O 知 , 存在 不 全 为 零 的 数 加 ,bs ,，…, ba，, 使 


ba + +…+DG =0. 


由 此 推出 4 的 列 向 量 组 线性 相关 . 





由 AB=0 得 B'A'" =O. 同样 可 证 B" 的 列 向 量 组 线性 相关 , 即 B 的 行 向 量 组 线性 相关 . 


因此 本 题 选 (A). 


例 9.5( 单 项 选择 题 ) ” 设 向 量 组 ( 工 ) : @, @,,…, @, 可 由 向 量 组 ( 工 ) : BpB,p,,…, pp, 





线性 表示 ， 则 
(A) 者 ( ) 线 性 无 关 , 则 到 5. 
(B) 若 ( 了 ) 线 性 相关 , 则 7 >s. 
(C) 若 ( 工 ) 线 性 无 关 , 则 rs. 
(D) 者 ( 工 ) 线 性 相关 , 则 + >;. 


[ 1] 


精 解 设 ( 工 ) 线 性 无 关 , 则 zr(@, @,…, @,)=r 于 是 由 ( 1) 可 由 ( 卫 ) 线 性 表示 


知 r(a， , @;, ,0@,) <r(B, DB 二 5. 由 此 推 得 r+;. 
因此 本 题 选 ( A). 





例 9.6( 单 项 选择 题 ) 设 n 维 列 向 量 组 @, w ，…，aw, (mm <7) 线 性 无 关 , 则 nn 维 列 向 量 





组 B,, PB,,…, PB 也 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 


(A) 向 量 组 w , @,,…, @, 可 由 问 量 组 B,, B,,…, PB, 线性 表示 . 
(B) 向 量 组 B,, B,,…, B, 可 由 向 量 组 w ，%w ,，…，aw,， 线性 表示 . 


(C) 问 量 组 Ql ? @: ， ”9 OQ, 与 向 量 组 B， ? BbB,, ”9 B, 等 价 . 


(D) 矩阵 4 = (ao，…，an) 与 算 阵 如 = (Bi, PB,,…, PB,) 等 价 . 


[ |] 


精 解 ”由 于 两 个 nxm 和 矩阵 4 与 B 等 价 的 充分 必要 条 件 是 r(4)=r(B), 故 从 选项 (D) 入 


手 考 虑 . 


B', Bb,, Sy pb, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 r(B)=r(B， ,Bb,, ,BB,)=m. 由 于 wm ，Q, 
线性 无 关 , 所 以 上 述 的 充分 必要 条 件 是 r(A4)=r(B), 即 nxm 算 阵 4 与 B 等 价 . 


因此 本 题 选 (D). 


10. 线性 方程 组 解 的 结构 与 求解 

10.1 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 4 是 mxn 和 矩阵 , 则 

(1) 当 7(4)=n 时 , 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 只 有 零 解 . 








OQ, 


(2) 当 r(4) <n 时 , 齐 次 线性 方程 组 hx =0 有 非 零 解 . 记 此 时 基础 解 系 为 2， 1,，…， 


1,_,(7=7(4)), 则 通 解 为 
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x=Cm + Cm + +C,_,n,， (Ci, CG,,，…, C0,_, 是 任意 常数 ). 

10. 2 ” 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 4 是 mxn 和 矩阵 , 5b 是 m 维 非 零 列 向 量 ( 称 4 = (4 ;5) 为 增 广 和 矩阵), 则 

(1) 当 r(4) >r(4) 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 无 解 . 

(2) 当 7(4)=r(4)=n 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =5b 有 唯一 解 . 

(3) 当 r(4)=r(4) <n 时, 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 有 无 穷 多 解 ， 此 时 通 解 为 x = Ci + 
Cm + +C_,n, + (其 中 1，… 1,_, 是 Ax =b 的 导出 组 Ax =0 的 基础 解 
系 , r=r(A4),x" 是 Ax=b 的 一 个 特 解 ,， C,，C,,…, C,_, 是 任意 常数 ). 

例 10.1( 单 项 选择 题 ) 设 A 是 mxn 和 矩阵 , B 是 nxm 和 矩阵 , 则 对 线性 方程 组 (AB)x = 
0, 下 列 结论 必 成 立 的 是 























(A) 当 n>m 时 , 仅 有 零 解 . (B) 当 n>m 时 , 必 有 非 零 解 . 
(C) 当 m>n 时, 仅 有 零 解 . (D) 当 m >n 时 , 必 有 非 零 解 . 








[ |] 
精 解 (4B)x =0 是 m 元 齐 次 线性 方程 组 . 因为 (4B) min|m,n), 所 以 m>n 
时 , r(4B) <n<m 从 而 (4B)x =0 必 有 非 零 解 . 
因此 本 题 选 (D ). 





4 
例 10. 2( 单 项 选择 题 ) 设 4 是 nn 阶 矩阵 , a 是 nn 维 列 向 量 . 车 牧人 中 -re 出 


线性 方程 组 





(A) hx =a 必 有 无 穷 多 个 解 . (B) Ax =aw 必 有 唯一 解 . 
2 J) -0 公有 和 (D) 区 2 他 ] -9 他 
14 0 y 0 y 


精 解 二 是 设 中 给 出 /| ]="(4) ,所 以 从 考虑 | 人 oC)=0A#. 


a 
0 oa! 0 


于 [人] ]=0 是 +1 元 齐 次 线性 方程 组 于是 由 全 ]=r(4) <n<n+1 和 和 


x 
al 0 y 
A afzx 
| T | j= 必 有 非 零 解 . 
a Oy 
因此 本 题 选 (D ). 
例 10.3( 单 项 选择 题 ) 设 阶 算 阵 4 的 伴随 矩阵 4" 天 0, 若 吉 ，$,， ,是非 齐 次 线 
性 方程 组 Ax =z 的 四 个 互 不 相等 的 解 , 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 
(4) 不 存在 . (B) 仅 含 一 个 非 零 解 向 量 . 
(C) 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 . (D) 含有 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 . 




















[ |] 
精 解 由 于 如 -6 23 一” 都 是 4x =0 的 解 ， 所 以 r(A)<n-1. 于 是 由 r(4”) 
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n, r(A)=n, 
=11， r(4)=a -1 ，, 知 r(4 )=1( 由 于 4 关 O 知 r(4 ) 关 0)， 所 以 r(4)=7-1 从 而 Ax 
0, 7r(4) <7 -1 
=0 的 基础 解 系 中 仅 含 一 个 非 零 解 向 量 . 
因此 本 题 选 (B). 
例 10.4 (1) 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 
Xx! +X +X +%X4 = —1, 
dw 和 3m 生 5% 一 Wa 三 一], 
ax! +x +3x +bx4= 1 


有 三 个 线性 无 关 的 解 . 证 明 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 秩 r(4) 为 2, 并 求 a, 5 的 值 . 
(2) 设 三 阶 和 矩阵 B 关 0, 且 它 的 列 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 
Xi +2x, —2xs =0， 
2x 一 % +Ax, =0, 
3xX，+X%，， 一 %a =(0 
的 解 , 求 A 的 值 , 并 证 明 |B|=0. 
精 解 (1) 由 于 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 三 个 线性 无 关 的 解 , 记 为 6&1, &,, &，， 则 
é&, -1,63 -1 都 是 导出 组 的 解 , 且 线 性 无 关 ,， 即 导出 组 的 基础 解 系 中 至 少 含有 两 个 解 向 量 ， 
于 是 有 

















r(A)=<4-2=2. 
此 外 ,由 所 给 方程 组 知 r(A) 三 2， 因 此 7(4)=2. 
对 4 施行 初等 行 变 换 
1 1 1 1 1 1 1 1 
A=I43 5 -1 0 -1 1 -5 


a 1 3 b 0 1-a 3-a b-a 


1 1 1 1 
-I0 =1 1 = 





0 0 2(2-a) -5+4a+b 


2(2 -a)=0, 
于 是 由 "(4)=? 旬 | 解 此 方程 组 得 a =2, b= -3. 
-5 +4a +b=0, 
(2) 由 于 Bz0 的 列 向 量 是 所 给 的 齐 次 线性 方程 组 之 解 , 所 以 该 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 
解 , 从 而 r(4) <3, 即 |4|=0( 其 中 , 4 是 所 给 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ). 
1 2 -2 
2 -1l 从 
3 1 -1 





由 于 |A4|= =S(A-1), 所 以 A=1. 
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1 
a 





当 和 =1 时 ,4= 人 
3 1 -1 -5 5) \0 0 0 
即 r(4)=2. 因此 所 给 方程 组 的 基础 解 系 中 只 包含 一 个 解 向 量 , 从 而 B 的 列 向 量 组 线性 相关 ， 
因此 |B|=0. 

例 10.5 已 知 三 阶 矩 阵 4 的 第 1 行 是 (a, b, c), a, b,c 不 全 为 零 , 矩阵 B= 
1 2 3 
| 4 6 
3 6 5 

精 解 ”由 4B = 0 知 , B 的 每 一 个 列 癌 量 都 是 Ax =0 的 解 . 

由 4B=0O0 得 r(4) +r(B) -3 三 0,， 即 r(4) +r(B) 三 3. 

(1) 当 针 9 时, r(B)=2, 所 以 7(4)=1, 但 4 的 第 1 行 是 非 零 行 , 所 以 r(4) 三 1. 从 而 
r(4)=1. 由 此 可 知 Ax =0 的 通 解 

x=C(1, 2,3)"+C,(3, 6, 有 k)”(C,, C, 是 任意 常数 ). 

(2) 当下 =9 时 , r(B)=1, 所 以 r(4)=2 或 1 

当 r(4)=2 时 , 通 解 为 x=C(1, 2, 3)7 (C 为 任意 常数 ). 

当 r(4)=1 时 ， 














(天 为 常数 ), 且 4B =O, 求 线性 方程 组 Ax =0 的 通 解 . 














a 
初等 行 变换 | 
A 


b ce 

0 0 | 

0 0 0 

此 时 4x =0 与 方程 ax, + bx, + cx3 =0 同 解 (其 中 x=(x 22) ), 设 az0( 当 4 或 c 不 为 者 
时 也 可 同样 考虑 ) ， 因 此 此 时 的 通 解 


了 
-ci -全 1 ， 0] + -人 0， 1 (其 中 C,, C, 是 任意 常数 ). 





11. 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 

设 A 是 n 阶 和 矩阵 , 则 4 的 特征 值 是 方程 1AE -4A|=0(E 是 n 阶 单位 矩阵 ) 的 根 , 而 (AE - 
4)xz =0 的 非 零 解 是 4 的 对 应 特征 值 的 特征 向 量 . 

4 的 特征 值 与 特征 向 量 有 以 下 性 质 ， 

(1) 对 应 4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 . 

(2) 4 的 特征 值 A ,A;,…, 和 A, 之 和 为 tr4 ,之 积 为 |4|. 

(3) 设 和 A, 分别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 , 则 (A) 有 特征 值 f(A) 及 其 对 应 的 
特征 向 量 &, 其 中 f(A) 是 和 的 多 项 式 . 

(4) 当 A 可 逆 时 , 4 的 特征 值 全 不 为 零 . 设 和 A, & 分 别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 


量 , 则 4 -有 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 才 ， 4 * 有 特征 值 生 及 其 对 应 的 特征 向 量 各 
(5) 设 和 , 专 分 别 是 4 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 , 则 P-'4P 有 特征 值 A 及 其 对 应 的 
特征 向 量 己 - 志 
利用 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 , 往往 能 快捷 地 计算 矩阵 式 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 





" 198 . C 热点 分 析 





例 11.1 设 三 阶 和 矩 阵 4 满足 4 -2E|=0, |A +2E|=0,，|24 -3E|=0(E 是 三 阶 单位 
和 矩阵) , 求 4 的 行列 式 . 

精 解 由 |4 -2E|=0, 即 |2E -4A|=0 得 2 是 A 的 特征 值 . 

由 |4 +2E|=0, 即 | -2E -4|=0 得 -2 是 4 的 特征 值 . 








由 |24 -3E|=0 即 | 了 3E-A 





= 得 是 4 的 特征 值 . 
由 此 算得 三 阶 和 矩阵 4 的 3 个 特征 值 , 所 以 
|4|=2x( -2) x = -6. 


例 11.2 已 知 二 阶 和 矩阵 4 及 2 维 列 向 量 x 满足 A*x+2Ax -3x =0, 上 且 xz 与 4x 线性 无 关 ， 
求 4 的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 . 
精 解 ” 由 题 设 A*x +2Ax -3x =(A+3E)(4-E)x (E 是 二 阶 单位 矩阵 ) 
=(-3E-A)(x-Ax) 
=(E-A)( -Ax-3x) 
=0 
知 , 二 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 A = -3, 1, 并 且 由 x 与 hx 线性 无 关 知 x -Ax 关 0,， 所 以 对 应 
和 = -3 的 特征 向 量 为 C, (x - Ax); 同 理 可 知 - Ax -3x 关 0,， 所 以 对 应 入 =1 的 特征 向 量 
为 C,( -4x -3x), 其 中 C,, C, 都 是 任意 非 零 常数 . 




















3 2 2 0 1 0 
例 11.3 设 和 矩阵 4=|2 3 | 1 0 1|,B=P "A’*P, 求 B+2E 的 特征 值 与 特 
2 2 3 0 0 1 











征 向 量 , 其 中 A 是 4 的 伴随 矩阵 , 至 是 三 阶 单位 和 矩阵 . 

= = 2 

精 解 由 |AE-A|= |， -2 A-3 -21=(A-7)(A-1) 知 4 的 特征 值 为 =7， 1 
=2 9 六 三 3 








(二 重 ). 
设 对 应 和 A =7 的 特征 向 量 为 w = (xi, x, 2) ， 则 mw 满足 





4 -2 -2 


-2 4 -2|x,|=0. 


A 5O。 :E2 “ 不 DO E2 水 
初等 行 变换 

由 于 | -2 4 2 a = 入 半 =2 3 6 -6 

-2 -2 4 本 二 =2 -6 6 
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所 以 , w =C,(1, 1,1) =(C,, C,, C,)"(C, 是 任意 非 零 常数 ). 
设 对 应 和 =1 的 特征 向 量 为 @, = (y,, y;, %), 则 由 A 是 实 对称 算 阵 知 
a, * @ =0, 即 y+y, +y3=0, 
所 以 , ww =C(-1,1,0)7+C(0-1,0,1)7=(-GC-G， C,, C;)"(C,, C, 是 不 全 为 零 的 任 
意 常数 ). 
于 是 4 的 特征 值 为 1 = 和 =1, | 和 =7( 一 重 ) 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 @ ,a 
由 此 可 得 B 的 特征 值 为 =1, 7( 二 重 ), 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 




















0 1 -1NfG 0 
Bi =Pa=ll10 0c1=lc1=c(,11) 7 ， 
0 0 1A 作 G， © 





0 1 -1l —C,—C; C,—C; 
B,=P a,=|I1 0 0 G5 =| -C,-C|=GC,(1, -1,0) +C( -1, -1,1).. 
0 0 1 C， Cs 





因此 , B +2E 的 特征 值 v=1+2 =3,7+2=9( 二 重 ), 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
Bi=C,(0,1,1)',B,=C,(1, -1,0) +C( -1, -1,1).. 
a -1 C 
例 11.4 设 矩 阵 4=| 5 5b 3 |, 其 行列 式 |4| = -1, 又 伴随 矩阵 4* 有 一 个 特 
1-c 0 一 Q 
征 值 X,， 属 于 和 的 特征 向 量 w=( -1，-1, 1)', 求 a, b,c, A 的 值 . 


精 解 ”由 题 设 可 知 ， ls - 是 4 的 特征 值 ， 其 对 应 的 特征 向 量 为 w， 所 以 有 














| -4j=0(B 是 3 阶 单位 矩阵 ) ， 





一 一 一 Q 1 一 C 
由 -1 
1 
即 = 汶 -2 =3 -1|=0. 
-1]+c 0 Se | 
入 
1 


+e-1l-c=0, 


由 此 得 到 5+ 十 +-3=0， 





1-e -二 +a=0， 
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1 
-4+1+c= 人 ， 
化 简 后 得 -2 -5 = 十 ， We Day, Kak 
1 
a+1l -c= 
a 一 1 a 
再 由 |4|= -1, 即 | 5 -3 3 |=a-3=-1, 得 a=c=2. 因此 所 求 的 a=2,5= 
1-w 0 —a 
-3,c=2,A=1. 
例 11.5 设 4 是 三 阶 实 对 称 和 矩阵 . 
1 1 -1 1 
(1) 当 秩 r(4)=2, 且 4| 0 0 | 0 0 | 时 , 求 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ; 
| 1 1 











(2) 当 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3, 且 向 量 w =( -1,2，-1) ,mw=(0，-1, 1) 是 线性 
方程 组 Ax =0 的 两 个 解 时 , 求 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 . 


精 解 (1) 由 题 设 得 

















1 
AI0 











1 
所 以 4 有 特征 值 和 A = -1, 1, 它们 对 应 的 所 有 特征 向 量 分 别 为 
Ci(-@)=C(1,0, -1)', Co,=C,(1,0,1)', 
其 中 , C,, C, 都 是 任意 非 零 常数 . 
由 于 r(4)=2, 即 |4|=0, 所 以 4 还 有 一 个 特征 值 为 0, 设 它 对 应 的 特征 向 量 为 = 

(wx) ， 则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 

Qa … ai =0， Xi 一 %3 =0 

| 1 3 即 | 1 一 %3 ， 


Wi 十 % 三 人 














Qa, * @, =0， 


由 此 得 到 wm; = C;(0, 1, 0)7(C; 是 任意 非 零 常 数 ). 








1 1 
(2) 由 A 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3 知 , 4|1 中 | 即 4 有 特征 值 A=3, 其 对 应 的 特征 
1 1 








向 量 为 =Ci(1, 1, 1) "(Ci 是 任意 非 零 常 数 ). 
由 am, @ 是 4xz =0 的 两 个 解 , 知 
4a =0:@, Aa,=0.@,, 
即 4 有 特征 值 A =0( 二 重 , 这 是 因为 @,, @, 线性 无 关 ) , 且 其 对 应 的 特征 向 量 为 
6 =Ca +CQ, =(-C,,20,-C,, -C,+C;) (其 中 C,, C, 是 任意 不 全 为 零 的 常数 ). 
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12. 二 次 型 化 标准 形 与 规范 形 的 方法 

设 n 元 二 次 型 f(xi， Ny x, )=x Ax( 其 中 x = (xi， We 0 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ). 

12.1 二 次 型 化 标准 形 

二 次 型 f(x ,x,，…, x,)=x'Ax 化 标准 形 有 两 种 方法 : 

(1) 正 交 变换 法 

六 过 正 交 变 沉 8 =O 并 上 且 ys(%s 六 > wg 六 ) 到 是 元 阶 焉 区 短 村 万 将 所, 名; 5， 
x ) 化 为 标准 形 A1y? Ay2 十 十 和 

这 里 的 @ 和 A, A,, …, A,( 它 们 都 是 4 的 特征 值 ) 可 从 4 正 交 相 似 对 角 化 中 算出 , 即 

Ai 


2 


240 = 


(2) 可 逆 线 性 变换 法 
通过 可 道 线性 变换 x = Cy (其 中 了 = ( 力 ， 帮 和， 为) ，C 是 款 阶 可 逆 和 矩阵 )， 
将 f(xi， pi x, ) 化 为 标准 形 diyi + dy3 0 + dyi. 
di 


这 里 的 C 和 qd, d,,…, d, 可 从 A 合同 对 角 化 中 算出 , 即 CI4C = 本 . 具 


体 可 对 /进行 配方 得 x = Cy. 

12.2 二 次 型 化 规范 形 

将 二 次 型 fx , x,，…, %, )=x'"Ax 化 为 规范 形 的 步骤 如 下 : 

(1) 将 二 次 型 1 化 为 标准 形 , 设 为 = ci + csy2 上 二 co 

(2) 当 c >0 时 , 令 zj =Von; 当 c <0 时 , 令 zj = VY-o%m; 当 o =0 时 , 令 z =yi. 
对 其 余 变 量 也 同样 考虑 . 如 此 即 得 了 的 规范 形 
其 中 jp 称 为 1 的 正 惯性 指数 , gq 称 为 1 的 负 惯 性 指数 , 显然 p +g =7(4). 

惯性 定理 ”任意 二 次 型 f(x , x,,，…, x%,)=x'"Ax 总 可 以 经 过 适当 的 可 逆 线 性 变换 化 成 规 
范 形 ,其 规范 形 是 唯一 的 ,与 所 选 的 可 逆 线 性 变换 无 关 ,， 即 正平 方 项 个 数 P， 负 平方 项 个 数 4 
由 了 唯一 确定 . 

例 12.1 已 知 二 次 型 Kx xi)=xzT4xzz=( yi) 4 是 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ) , 在 
正 交 变换 x =Qy(y = (y1,y,y3)",Q 是 正 交 和 矩阵 ) 下 的 标准 形 为 站 + 好 , 且 @ 的 第 3 列 为 


区 0 ， 2 ? 求 f(x ， NX,, Ws 


精 解 ” 实 际 上 只 要 算出 4 即 可 . 


2 2 2 2 
i ED A no Py O02 0 
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由 题 设 知 4 有 特征 值 为 A =1( 二 重 ) 和 A=0, 且 对 应 和 =0 的 特征 向 量 为 &， = 








I 下 | ,于 是 由 4 是 实 对 称 矩 阵 知 对 应 -1 的 特征 向 量 @= (a, b,c)" 应 满足 


< .waw=0, 即 2 + =0. 
从 而 可 取 @=é&) =(0,1,0) 和 @=é,=(-1,0,1). 
显然 二 , &,, 6， 两 两 正 交 , 现 将 它们 单位 化 : 
el =é, =(0,1,0) ， 




















6 /5 | 
7 ,| ed 
_ 2 BY 
£3 =6 EC | 

0 -只 
2 2 


于 是 Q=(s, 6,, £3)=|1 0 0 |( 正 交 和 矩阵 ) , 并 且 











2 人 
和 “全 
1 
0'AQ = 1 
0 
0 - 太 贡 0 1 0 
1 2 2|1 
-内 0 交 
从 而 4=O 1 |Ior=ll1 0 0 1 2 
0 7 0/ 人 2 
， 
0 1 0 
呈 元 0 - 方 
-内 0 之 
=|1 0 0 2 2|=| 0 1 0 
2 2 2 -lo 工 
7 7 








\ > 1 1 
所 以 所 求 的 f(x, x,， %3)= 1 + 2 二 万 一 %1%3。 
例 12.2 设 二 次 型 f(x ， wo)=axl+ax +(a 1)x3 +2xix3 — 2X. 


(1) 求 / 的 矩阵 的 所 有 特征 值 ; 
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(2) 若 / 的 规范 形 为 yt +yi, 求 a 的 值 . 
精 解 (1) 由 于 /的 矩阵 为 


所 以 由 |AE -4|( 其 中 EE 是 三 阶 单位 矩阵 ) 
A-a 0 —1 
0 A-a 1 
-1 1 A-(a-1) 
=[A-(a-2)](A-a)lA-(at+1)]=0 
得 4 的 特征 值 为 -2, a, a+1( 由 小 到 大 排列 ). 
(2) 由 f 的 规范 形 是 y +, 所 以 A 有 两 个 正 特征 值 和 一 个 零 特 征 值 , 从 而 a -2 =0， 
即 c =2. 
例 12.3 已 知 二 次 型 Kx yz x3)= (1 -a)x?+(1 -a)x2;+2x3+2(1 +a)xix, 的 秩 
为 2. 
(1) 求 a 的 值 ; 
(2) 求 正 交 变换 x =Qy, 把 f(x ,x,,%) 化 为 标准 形 ; 
(3) 求 方程 f(x, ， x, ,x)=0 的 解 . 


=(A-a) [A-(a-1)] -2(A-a) 

















l-a 1+aw 0 
1+w 1-aw 0 
0 0 2 


精 解 (1) 太 的 秩 即 为 它 的 矩阵 4 = 的 秩 , 所 以 由 题 设 知 r(4)= 2. 








从 而 
1-aw 1+aw 0 


4|=|l1+a 1-a 0|= -8c=0, 由 此 得 到 ac=0. 
0 0 2 
(2) 将 a=0 代 入 4 得 


记 3 阶 单位 矩阵 为 E, 则 由 


[AE-A|=. -1 A-1 0 |=A(A-2)’ 


得 4 的 特征 值 为 A =0, 2( 二 重 ). 
记 对 应 入 =0 的 特征 向 量 为 所 = (a , a;， a;)", 则 它 满足 
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所 以 可 取 E =(1，-1, 0) 
设 对 应 和 =2 的 特征 向 量 为 志 = (6b, ,5b, ,5b;)", 则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 





和 本 =0， 即 b -—b, =0， 


所 以 可 以 取 名 , = =(1， 1 ， 0) ， = =(0, 0， ye 
显然 , &1 ,Qa,， @ 两 两 正 交 , 现 将 它们 单位 化 : 














£ SE 3 区 二 o) 
él WW ， 
aQ, . 1 ] 
EB; 三 二 | 0 3 
el AN 
;=@; =(0,0,1). 





0 


记 Q=(a, 22 ，2E3 )= 0 ( 正 交 矩阵) ， 则 x =Qy( 其 中 y=(y,， )2， y3) ) 将 f(xi， 


Bl- 名- 
Bl- 名- 


0 0 1 
入 ，23 ) 化 为 标准 形 , 即 f=2y3 + 2743. 
(3) 由 (2) 知 所 si , xs, x3)=0 即 为 2y; +2y3 =0. 由 此 得 到 
yi =k( 任 意 和 常数), y, =ys =0. 





1 1 0 kk 
Xl yi a AD k 
因此 由 |j | =27>=| -1 1 olol=| 得 Axima)=0 的 解 为 mm = 
3 Ys 2 2 0 2 
0 0 1 0 


例 12.4 设 二 次 型 f(x)，, xy, x3)=x? + +X3 +20x xX, +2Bx Xs + 2X1X. 

(1) 经 正 交 变换 x =Qy( 其 中 x=(%i, mi) ,y=(%1, ,3) ，Q 是 正 交 答 阵 ) 化 成 
标准 形 f=y3 +2y3, 求 常数 a, B; 

(2) 经 可 道 线性 变换 zx = Py( 其 中 PP 是 可 道 矩 阵 ) 化 为 标准 形 f=y; +2y3, 求 常数 
a, Bb. 
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精 解 记 A=xi+x +x3+2axix +2Bx,x3 +2xixs 的 矩阵 为 4， 则 


1 B81 
(1) 经 正 交 变 换 x =Qy 后 f=y;+2y;3 知 4 有 特征 值 A =0, 1, 2. 于 是 有 

| (1) 

11 .五 -4|=0， (2) 





其 中 互 是 3 阶 单位 和 矩阵. 
由 式 (1) 得 (a -B)? =0, 即 aw=A. 


0 -a -1 
由 式 (2) | -a 0 ” -a|=0( 这 里 已 把 6=a 代 入 ) 得 a=0. 
-1] -a 0 








因此 所 求 的 a, B 均 为 零 . 
(2) 经 过 可 首 线 性 变换 x =Py 后 f=y; +2y3 知 4 的 秩 为 2( 此 时 , 4 未 必 有 特征 值 和 A =0， 
1, 2). 于 是 对 4 施行 初等 行 变 换 
1 a 1 1 Q 1 
a 1 中 0 1-o B-a 


1 8B 1) \0 B-a 0 
知 B-a=0 且 1-oa 关 0, 即 a=B, 但 它们 都 不 能 为 -1 及 1. 

例 12.5 设 二 次 型 f(x Wy Xa )= ax? + 2x? 一 22x3 +2bxix,(b >0) 经 正 交 变换 x = OQy( 其 中 
= (NW) ,y= (71,9,Y3) ,CQ 是 3 阶 正 交 和 矩阵) 后 化 为 标准 形 六 = AT+TA272 +Asy3， 
其 中 入 +A, +A =1，AA)A; =4. 

(1) 求 常 数 c, 0 的 值 ; 

(2) 用 可 逆 线 性 变换 将 f(x, ,x,, x; ) 化 为 规范 形 , 并 求 出 这 个 可 逆 线 性 变换 . 








4 = 








a b 0 
精 解 (1) f 的 和 矩阵 A4=1b5 2 0|, 4, A,, A, 是 它 的 特征 值 , 于 是 由 题 设 知 
0 0 -2 


A1 +A, +A; =tr4 =a+2+( -2)=1,， 
由 此 可 得 a=1,5=2( 利 用 4b >0). 
AAsAs=|1A4|= -2(2a-b )=4, 
(2) 将 a=1， 4 =2 代入 f(x， X2 ， Xa ) ? 并 对 它 配 方 得 
f(x1, Ys, Xa) =x1 + 2x2 一 22x3 + 4x1%, 
= (x? 十 4x1X， +4x2 ) 一 2x? 一 223 


= (xi +2x ) 一 2x3 一 2x3. 
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yi =%l 十 2X2 ， 
于 是 令 jm = ， 则 xi)= 杂 =- 和 = 和 好 ( 规 范 形 )， 并 且 所 求 的 可 闭 线 性 变换 
y3 =A\2xa， 
xi =) ~ V2y,， 
x a 
为 2 2 
x a 
3 局 


三 、 概 率 论 与 数理 统计 


13. 各 类 随机 事件 概率 的 计算 
随机 事件 的 概率 通常 应 用 以 下 公式 计算 
(1) 逆 事 件 概 率 公 式 ( 逆 概 公式 ) 
P(A)=1 - P(A). 
(2) 加 法 公式 
P(AUB)=P(A) +P(B) -P(AB), 
特别 当 4, B 互 不 相 容 时 , P(A4UB)=P(4) +P(B). 
P(AUBUC)=P(A) +P(B) +P(C) -P(AB) - P(AC) - P(BC) +P(ABC), 
特别 当 4, B, C 两 两 互 不 相 容 时 , P(AUBUC)=P(4) +P(B) +P(C). 
(3) 减法 公式 
P(A-B)=P(A) -P(AB), 
特别 当 BCA 时 , P(4-B)=P(4) -P(B). 
(4) 乘法 公式 
re P(A)P(B|A), P(A) >0， 
P(B)P(A|B), P(B) >0. 
(5) 全 概率 公式 
设 4 ,， 4,, …, 4, 是 与 事件 B 有 关 的 完全 事件 组 , 上 且 P(4,) >0(i=1, 2,…, n), 则 


p(B) = De 


但 是 在 考题 中 出 现 的 往往 是 计算 由 随机 变量 表示 的 随机 事件 的 概率 ,此 时 不 仅 需 应 用 以 
上 的 公式 , 更 需要 利用 随机 变量 的 分 布 函数 、 概 率 分 布 (或 概率 密度 ). 


例 13.1 有 10 个 相同 的 钢 子 , 其 中 有 3 个 包子 都 装 有 1 个 黑 球 1 个 红 球 , 有 6 个 钢 子 都 
装 有 2 个 黑 球 2 个 红 球 , 有 1 个 缸 子 装 有 9 个 红 球 1 个 黑 球 ( 球 除 颜色 外 ， 其 余 相 同 ). 现任 
取 一 个 饶 子 , 再 从 这 个 钢 子 中 任 取 一 球 , 结果 发 现 取 出 的 是 红 球 , 求 这 个 红 球 是 从 装 有 10 个 
球 的 
精 解 记 4=!| 任 取 一 球 是 红 球 | ， 
B = | 任 取 的 铅 子 是 装 有 2 个 球 的 | ， 
= | 任 取 的 铅 子 是 装 有 4 个 球 的 | ， 
B; = | 任 取 的 缸 子 是 装 有 10 个 球 的 | ， 
则 要 求 的 概率 为 






































































































































P(B;4) P(B;)P(41B) 


RS 





其 中 , B,，B,, B, 是 与 4 有 关 的 完全 事件 组 ， 且 P(B)=j， PCBJ)= P(B, )= 而 ， 所 以 由 
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全 概率 公式 得 
P(A) =P(B)P(AIB,) +P(B)P(4B) +P(B,)P(A|B,) 
NR 
10 2 10 4 10 10 50- 
1 





1 


和 





因此 , 所 求 的 概率 为 P(B, |4) = 


芝 
例 13.2 设 4, 8 为 随机 事件 , 且 P(4)= 广 , P(B814)= 广 , P(418)= 广 . 记 
1， 4 发生， 1， B 发 生 ， 


0， 4 不 发 生 ，】 = 10， 8 不 发 生 ， 
求 二 维 随 机 变量 (, 了) 的 概率 分 布 . 

精 解 ”本 题 实际 上 是 计算 随机 事件 概率 的 问题 . 

X, 了 都 只 能 取 0 和 1 两 个 值 , 且 





P(Xel. Ya1y MAD P(A)P(B1A)=x x 地 = 廊 ， 
P(X=1, Y=0)=P(AB)=P(4) -PC4B)= 开 - 证 = 于 ， 
P(X=0, Y=1)=P(AB)=P(B) - P(AB)=P(B) - 方 ， (1) 





其 中 , 由 P(4B)= P(B)P(418) 得 二 =P(B) x， 即 PCB)= 二 - 将 它 代 入 式 (1) 得 











1 1 
P(X=0, Y=1)= 二 - 方 = 玄 
P(X=0, Y=0) =1 -P(X=1, Y=1) -P(X=1, Y=0) - P(X=0, Y=1) 
i i ey 
12 6 12 3° 
因此 ,， (XX, 了) 的 概率 分 布 为 
了 
- , ] 
2 1 
0 3 厂 
| 1 
6 了 


例 13.3 设 随机 变量 X~U[ -1, 3], 求 随机 变量 Y=X? 的 分 布 函数 F(y). 
1 
—, XxEe| -1,3 
精 解 的 入 率 宙 度 为 (= | [71 二 接 定义 计算 P,(y) ,所 以 本 题 实际 上 
0, 其 他 ， 
是 计算 随机 事件 概率 的 问题 . 
f(y)=P(Y<y)=P(XY<y). 下 面 计算 概率 P(XY<y). 
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当 y<0 时 , P(X<y)=P(@)=0. 


当 y0 时 , P( 针 <y)=P( -YX<Vy)，, 于 是 


Vy 
当 0<y<1 时 , P( -Wy<X<W)= lh ds sl 


2 
当 1<y<9 时 , P( -yy<X<Vy)= 他 dx = (+1); 
3y>9N, P(- 好 <X< 仿 = | 了 dz =1. 
-1 
0， y<0, 
3 0<y<1， 
因此 Fy(y)= 1 
本 74 ly <9, 
1 y 三 9. 





例 13.4 计算 下 列 各 题 : 
(1) 设 随机 变量 XX 与 Y 相 互 独 立 , 的 概率 分 布 为 P(X=i)=3(i= -1, 0, 1) ,了 的 概 


这 密度 为 PC)= 人 这 记 Z=X+Y 求 概率 了 ( 攻 < 汪 ,X=0) 


(2) 设 二 维 随机 变量 (X， 切 ) 的 概率 密度 为 
-yY，0<x<l,0<y<1l， 
ty 本 其 他 ， 
求 概 率 Pp (3x = 中 


精 解 Gh a X= 0)=P((x+7) <1,x=0)=3P(Y<1|X=0) 


es 
3P(Y 加 广 ) (由 于 铸 与 Y 相 互 独立 ) 
= $7(- 1 Y= 3 | f(y) 


a -dy = 本 (L-e 习 )， 

(2) 记 D=i(x, y)|0O<x<1,0<y<<1|,D= 二 

| 二 < 中， 则 DND, 如 图 C-13-1 的 阴影 部 分 所 示 ， 1 
所 以 

P(3¥ <Y)= hr: nar = (2 -*-y)dc 


DnD 1 


= | ke —x—y)dy 

































































=¥ 


图 C-13-1 
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= | 宣 (2 -x—y)’ 1 
1 ! 1 2 2 2 
过 | [人 -sl ) - (1 - %)? |dx 
1 人 2 3 1 4 _49 
= 本 | -2 -2 十 区 + 可 jd = 乞 
例 13.5 设 二 维 随机 变量 (X, 咏 在 区 域 C 上 服从 均匀 分 布 ， 
其 中 G 是 由 x 轴 , y 轴 以 及 直线 y = 2x +1 围 成 的 三 角形 . 求 条 件 


概率 P(- 1 <X<0|Y = 二) 











精 解 先 算出 (X,Y) 的 条 件 概率 密度 /| ;x | 立 为 此 夯 
出 G 的 图 形 如 图 C-13-2 阴影 部 分 所 示 . 由 于 (X,Y) 的 概率 密度 



































a Ee 0 

千 史 地 ,/ (x, 汪 )= 和 -4 <0, 
0， 其 他 
此 外 ,所 ( 广 )= | (了 jd = | 4dx = 1 
1 je 1 
所 以 (| 十 )- A es + 因此 
7 7 具 . 
p(x eo -Hh He- 


14. 各 种 概率 密度 的 计算 
14.1 一 维 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 计算 


设 X 是 连续 型 随机 变量 , f(x) 与 F(x) 是 它 的 概率 密度 与 分 布 函数 ， 则 


入， 在 F(x) 的 可 导 点 处 ， 


0， 其 他 . 
14.2 ”二 维 连 续 型 随机 变量 的 各 种 概率 密度 的 计算 





f(x)= 








-— 


设 (X, 7 了) 是 二 维 连续 型 随机 变量 , f(x, y) 与 (x, y) 是 它 的 概率 密度 与 分 布 函数 , 则 


oF 
Oxo 7 
0， 其 他 . 





f(x, y)= 





(了 ,了 ) 的 边缘 概率 密度 : 


CO | 


(X, 了) 的 条 件 概 率 密度 .: 


对 f(y) 0 的 任意 y 有 外 | 人 
万 (7) 


在 F(x, 7y) 可 二 阶 偏 导 的 点 处 ， 
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区 夭 0 的 任意 x 有 所 jx(y | De 


例 14.1 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


玉 ， -1 <x<0， 
fr(*)= 元， 0<x <2， 
0， 其 他 ， 


求 Y=X 的 概率 密度 . 
精 解 
按 分 布 函数 的 定义 Fj(y)=P(Y<y)=P( 六 <y). 
当 y<0 时 , P(X <y)=P(G)=0; 
当 y=0 时 , P(X<y)=P( -Vy<X<Yy). 于 是 


0 1 vx 1] 
当 0<y<1 时 ,P( -sxXs<sw)=| Fdr+| Tdr = 
2 0 4 
"1 ”1 
当 1<y<4 时 ,P(- 兴 sxX<wJ)=| d+ dr= 
1 4 
"1 ?1 
当 y >>4 时 , P(- 人 <X<W)= | sdr+| dr=l 
12 ,4 
0， y < 0， 3 
于 闻 ， 0<y<1, 8 
因此 , Fy(7)= 11 1 从 而 f(y)= 1 
pr ly <4, 8 wy 
1 ， 演示 ns 
例 14.2 设 二 维 随机 变量 (X, 了 ) 的 概率 密度 为 
l, 0O0O<x<1,0 <y < 2x, 
4% 二 
flx, 7y) 导 


求 : (1) (X,Y 了) 的 边缘 概率 密度 f(x), f(y); 

(2) 随机 变量 Z = 2X -了 的 概率 密度 f(z). 

精 解 (1) 记 D = |(x,y)10<x<1,0<y<2x}( 如 
图 C-14-1 阴影 部 分 所 示 ) , 则 f(x, y) 仅 在 D 上 取 值 为 1, 在 xOy 
平面 的 其 他 部 分 取 值 为 0， 于 是 


0<x<1, 


fxr(%) = [ Ax, y)dy = a 
0， ”其 他 


0 ， 


f(y = 人 Kay)dn= | 


0<x<1, 


其 他 . 


0， 其 他 0， 


1 
1 
ja， 0 <yY<2， 1 os 


先 计算 了 的 分 布 函 数 F,(y) , 然后 求 导 算 出 了 的 概率 密度 f(y). 


y=2xX 或 x 
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(2) Z = 2X -了 的 概率 密度 
f(s)= | Na, 2x -dr， 


] ， i 0O0<x<1,0<z<2x, 
0， 其 他 0， 其 他 . 


1 
[iax, ee 0<z<2, 


0， 其 他 0， 其 他 . 
例 14.3 设 在 随机 变量 Y = y e (0, 1) 的 条 件 下 , 随机 变量 X 的 条 件 概 率 密度 为 


其 中 lx,24 -2)= | 


所 以 ， fz(z) 过 | 





3x’ 
All- | a 
0， ”其 他 . 
而 地 的 概率 密度 _ 5y’, 0<y<1,. a 
概率 密度 为 f(y) = | 求 工 的 概率 密度 广 (x). 
0 其 他 ， 
精 解 ” 先 算出 (XX, 7) 的 概率 密度 f(x, y) ,然后 再 计算 fy (x). 
3x’ 4 
fs 7) = fi r(x 17)f() = 1 ee 
0， 其 他 
_ 人 0 <x<y<1l， 
0， 其 他 . 


二 2 1l39 ?| _ 
Wb fs) = 六 He ey - | sydr， To 六 





0， 其 他 0， 其 他 . 
例 14.4 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
_ jxe”, 0<x<y, 
2 其 他 ， 


求 随机 变量 VU = max|X,，Y) 的 概率 密度 f(u). 
精 解 记 7 的 分 布 轴 数 为 FCz)， 则 
Fl(u)= P(U<u)= Pl(max{X|Y) <u) 


= P(X<u, Yu)= os, y) do, 
其 中 ,=|1(x,y)|xwu,y 三 wj. 此 外 , 记 D =|(x,y)10 <x<y|. 于 是 
当 w < 0 时 , p(x, y)do = 0. 


当 w > 0 时 ， cx， y)do = ze-ac( 其 中 必 MD= |(x,y)|0<x<yul 


D ND 
u 


下 1 2 
= | rerdz - Sue™, 
0 2 
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—x 1 2 -uu 
dx -ue 0 
Pr X Fe ，U>U, 


中 其 他 . 
df 
因此 , f(x) = mi dx -ue ) u>0 >0 
四 其 他 . 0， 其 他 . 
15. 常用 样本 统计 量 分 布 的 计算 
15.1 常用 分 布 


(1) 正 态 分 布 
N(4, 0 ) 是 以 ,0 为 参数 的 正 态 分 布 , 当做 ~N(, 0) 时 , EX =p, DX=0. 
(2) 久 分 布 
设 XX ,XX ,…, XX, 是 相互 独立 上 且 都 服从 N(0, 1) 的 随机 变量 , 则 

= 及 + 慎 +…+ 导 ~X(n)( 即 自由 度 为 n 的 凶 分 布 ), 并 且 EY=n, DY=2n. 
(3) i 分 布 


设 随机 变量 ~N(0, 1),Y~x(n), 且 XX 与 Y 相 互 独立 , 则 了 = 





xX 
we n 月 是 = 二 
全 t(n)( 即 自由 度 


为 n 的 1 分 布 ). 
(4) 了 分 布 


设 随 机 变量 区-2(mn ) ,了 ~ 这 (mn), 且 X 与 了 相互 独立 ， P= Pm, 村 


由 度 为 mm , n, 的 下 分 布 ). 
15.2 常用 样本 统计 量 分 布 的 计算 
(1) 一 个 正 态 总 体 情形 
设 简 单 随机 样本 ,XX,,…, XX, 来 自 正 态 总 体 X~N(n, o). 记 
X = 二 六 天 (样本 均值) ,5S* = > (X - 司 *( 样 本 方差 ), 则 X ~ N(, 所 ), 即 


Xn 








~ N(0, 1). 
oO/ Mn ( ) 
Cm 三 人- 人 
CT O i=1l 
a 





~i(n-l 
a 4. 
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(2) 两 个 正 态 总 体 情形 
设 简 单 随机 样本 匀 ,，X，…, 成 与 马 ， 驴 ，…， 世 , 分别 来 自 相互 独立 正 态 总 体式 ~ 
NO ， or) 和 了 ~ No)，, 记 


1 2 
x 














De J 本 
Nl 722 
S/o? 
7 ~ Fn-1,n -1). 
D370 


例 15.1 设 X ,XX,, XX, XX 是 来 自 总 体 X~N(0, 2 ) 的 简单 随机 样本 , 并 且 统 计量 U = 
a( 一 2X,) ”+b(3X -47)2 ~ 人 (mn)(a >0,5 >0)，, 求 常数 a, 5 及 自由 度 n 之 值 . 

精 解 ”由 于 U 只 有 两 个 平方 项 , 所 以 n = 2, 下 面 计算 c, ! 之 值 . 

按 xx 分 布 的 定义 , 要 使 UV ~ 多 (2), 必须 Ya(X， -2X,) ~N(0, 1), WO(3X; -4X) ~ 
N(0, 1). 于 是 ， 


1 
20° 








由 D[ve(XZ -2X,)]=a(4+4x4)=204=1 得 a = 


由 DI 4X ) 1] B90 X44 6 1005 = 1 将 = 5 
例 15.2 设 X, 针 ,,…, ,是 来 自 总 体 N(n, o”) 的 简单 随机 样本 , 记 


Y = (2% +X + +X),Y = (+ +) 





1 9 
9 0 
i=7 


求 统计 量 Z = 


所 服从 的 分 布 . 


精 解 ” 由 于 EL[W2(Y -YY)]= 2(EY, - EY,)=W2(p -人 ) = 0， 


DIV2(Y -了 了)]=2(DY, + DY,) (由 于 与 ;相互 独立 ) 


所 以 N(0, 1). 





由 于 5 是 样本 入， X。,% 的 方差， 所 以 23 -0) 此 外 , 到 和 


与 < 相互 独立 
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(这 是 由 于 了 ,都 与 5 相互 独立 ). 


因此 ,由 + 分 布 定义 得 2 = J 0 | a 
CT Cr? 


例 15.3 设 X,X,,…, Xs 是 来 自 总 体 (0, 2 ) 的 简单 随机 样本 , 求 统计 量 了 = 


和 
1 和 10 如 人 
IO FY I) 所 服从 的 分 布 . 











精 解 ”由 于 (及 + 如 + 和) ~ 让 (10) ,于 (各 + 襄 ++…++ 避 ;) ~ 由 (5) ,所 以 由 


下 分 布 定义 得 


1 ， 2 2 2 
有 二 村 二 Pu + X; + + X10)/10 


2 + Xi 和 + Xis) 





~ F(10, 5). 
工 ( 径 +X + + Xis)/5 ee 
4 11 12 15 


例 15.4 设计 ,XX ,…,X,(n >2) 是 来 自 总 体 X ~ N(0,1) 的 简单 随机 样本 , 记 了 ,= 


艺 -xX(X¥ | pe 
(1) 求 统计 量 Y 所 服从 的 分 布 ; 
(2) 统计 量 Y 与 也 的 协 方差 Cov(Y 了 ,YY,). 
精 解 (1) 由 于 XX , X,，…, XX, 相互 独立 , 且 都 服从 N(0, 1)， 所 以 
这 二 记 - Lox (CE = 
服从 正 态 分 布 . 
由 于 EY, = (1 -二 jz = i 


n 


py, = Dp[(1 -TF)x,]+ 7(= > x)= (和 1 + (TD = 


n 








因此 , 7 ~ N(0, = | 


(2) Cov(Y,, Y,)= Cov(X, ~- X, X, -X) 
Cov(X,, X,) - Cov(X,,X) - Cov(X, X,) + Cov(X, X) 


=0-2Cov(X,, L > xX)+DX 
7 i=1 


= -2Cov(X,， Lx)+i 
n n 

ee DR 
n n n n n 








例 15.5 设 和 ,成 ，…, 蕊 是 总 体 N(0, 1) 的 简单 随机 样本 , 记 7 = X?- 
二 5? (其 中 = > 注 才 Le (X; - 了?), 求 统计 量 7 的 方差 ， 


精 解 ”由 与 5? 相互 独立 知 ? 与 二 相互 独立 , 所 以 
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DT = 万 (总 2) +D( ls)= p(X’) + 3D(S). (1) 


其 中 , 由 X ~ N(0， vax ~ N(0, 1), 从 而 有 (Vi)? ~ 多 (1) ,因此 











p(X") = DD (2) 
由 (nn -1)3 ~ 多 (n -1) 知 
1 21 _ 1 _ 2 
D(s)= Di -Ds)= = yn) 
(3) 
将 式 (2) 、 式 (3) 代入 式 (1) 得 
2 1 之 2 
0 n(n-1) 
16. 点 估计 量 的 计算 与 评判 


16.1 点 估计 量 的 计算 
设 闷 , 闷 ,…, 成 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 ,9 是 总 体 的 未 知 参 数 . 
(1) 和 矩 估 计量 的 计算 方法 
9 的 矩 估计 量 通常 按 以 下 方法 计算 ; 
计算 EX, 并 令 EX = 式 , 由 此 算出 的 9, 即 为 g 的 矩 估 计量 0. 
(2) 最 大 似 然 估计 量 的 计算 方法 
设计 ,了 针 ，…,X, 的 观察 值 为 x, ,x,，…, x%,, 构造 似 然 函数 
L(0) = f(xi; 9)f(x,; 9)…f(x,; 9) (其 中 f(x,; 9) 是 X, 的 概率 密度 ) 


对 InL(0) 求 导 , 且 令 凡人 = 0, 解 此 方程 得 到 9 = 9(x1， x,，…,%,). 将 其 中 的 








名 ，…， x 对 应 地 换 成 了 ,XX ，…, XX,， 即 算得 9 的 最 大 似 然 估 计量 6. 
16.2 点 估计 量 常用 的 评判 标准 
(1) 无 偏 性 


设 9 是 总 体 未 知 参数 9 的 估计 量 , 如 果 £0 = 6, 则 称 0 是 8 的 无 偏 估计 量 ， 
(2) 有 效 性 


设 0，b, 是 总 体 未 知 参 数 6 的 两 个 无 偏 估计 量 , 如 果 D(9,) < D(0,)，, 则 称 6 是 比 9 有 
效 的 估计 量 . 

例 16.1 设计 , 读 ，…, 针 ,为 来 自 正 态 总 体 N(n,,o?) 的 简单 随机 样本 , 其 中 心 已 知 ， 
oz > 0 未知 . 蕊 与 3? 分 别 表示 样本 均值 和 样本 方差 . 

(1) 求 参数 o 的 最 大 似 然 佑 计量 0?; 

(2) 计算 BCo2) 和 D(o?). 


精 解 〈1) 总 体 的 概率 密度 为 f(x; o”) = WE -co <x<+o), 记 样本 的 观 
V2ma 
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察 值 为 x; ， x; ，… ,x,， 则 似 然 函 数 为 











1 _ ("1-40)? 1 (210)2 1 (xn-40)2 
L(o’) 三 e -2 吧 风 €™ 2 Pe €” 2 
V2TO V2Ta V2T0 
1 n -这 下 _ 
= (0°) 2€ 23 40) ， 
n 


n 





强 1 ) 我 1 
即 InL(o*)= mn 本 机 Oo” (x; 一 AD) 


i=1 





由 此 得 到 -于 各 + (mn) 
Cr 2 1 





Adn Le) - 人 日 0? 2 1 
n 


了 > -MAo) 从 而 天 的 最 大 似 然 估 计量 为 


0 = > (X, 一 No) 
(2) 由 于 二 > (% ee 
E(0’) 一 E|=> (X, | 二 TF[5> (XX = | “n=0, 


De) = DE (和 -mo)?] = SD[S> CX -0) "|= S20 = = 
例 16.2 设 总 体式 的 概率 密度 为 
四 和 zxenA ， x > 0， 
0 其 他 ， 
其 中 参数 和 未 知 , 站 , XX,,，…, XX, 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 . 
(1) 求 参 数 的 和 矩 估 计量 ; 
(2) 求 参 数 和 A 的 最 大 似 然 估计 量 . 
精 解 (1) 的 数学 期 望 为 


EX = | xf(x; A)dx = | > .Axe “dx 





= 人 上 沟 “Aedx = AE(7?)( 其 中 7 ~ E(A)) 


= A Ds (十 + 广 )= 二 
令 EX = 即 计 = 元 由 此 得 到 的 失信 计 革 为 人 = 三 


(2) 记 芳 |， XX,， 人 的 观察 值 为 Xl, NX 
L(A)= fx; A A) f(x; A) 
四 J Me A we Tm, A Ny 


0， 其 他 


;XY ， 则 似 然 函 数 


n 

2n AD x 

一 1 (XI 2 5 ”ee :3 本 X1， X2， ”” Nn > 0， 
0， 其 他 ， 
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, %，> 0 时 才能 取 到 最 大 值 , 所 以 可 以 化 简 L(A) 为 





显然 L(A) 只 能 在 1，, x，… 


























L(A)= A (x Ny …， 二 1 0 
即 ljnZA)=2nnA+lnx xx ) 一 从 
得  dnzZA) _2n < 
由 此 可 得 dA A 和 
令 由 区 A) -0 得 4 = -2 = 生 ( -六 %), 因此 A 的 最 大 似 然 估 计量 为 1 = 二 
dA 闷 六 xX 
和 
例 16.3 设 总 总 体 六 的 概率 密度 为 
1 
30° 0 <Y<0， 
f(x; 0) = 1 
2(1 -0)’ 0<x < ] ， 
上 其 他 ， 
其 中 0(0 < 9 < 1) 未 知 , 已 ， 闷 ，…，, 忒 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 , 是 样本 均值 . 


(1) 求 6 的 矩 估 计量 9; 
(2) 判断 4X? 是 否 为 9 的 无 偏 估 计量 . 





精 角 | k | 

告解 (1) EX = f(x; 0)dx = py 十 元 1 二 
0 Py +0 1 1 1 
4 4 4 2 

令 EX = 区 得 二 + 二 9 = 对 ,所 以 9 的 矩 估计 量 为 = 2- 广 


(2) 由 于 E(4 了 对) = 4E(Y) = 4[DX+ (EX)’] 


= 4[- -pp | EDX +4(L + 


= DX+F+0+0 > 9 (因为 DX 二 0). 
n 








所 以 ,4X? 不 是 的 无 偏 估计 量 . 
例 16.4 设 总 体 X 的 概率 密度 为 
-2(x-0) 三 
Rwy = pe 
0， 其 他 ， 
其 中 0 > 0 是 未 知 参 数 . 设计 ,XX,,…, ,是 来 自 对 的 一 个 简单 随机 样本 , 求 9 的 最 大 似 然 估 
计量 6, 并 求 56. 
精 解 “ 记 样 本 的 观察 值 为 wm ,x,,…, x,, 作 似 然 函 数 
2e -240 ， Xi 三 0， 人 x, 宇 0,， 


L(0) = 
0， 其 他 . 【0， 其 他 . 0， 其 他 . 
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_ De 22 ， NX] ,Ny ， ,二 0， 
0， 其 他 . 
显然 L(9) 的 最 大 值 只 能 在 mm ,x,，…, x, = 9 处 取 到 , 所 以 可 化 简 L(6) 为 














L(0)=2"e "+2 XN1 ,Ny x, 宇 0， 
显然 它 是 9 的 单调 增加 函数 , 在 9 = min|xi, x， …,%,| 处 取 最 大 值 . 从 而 9 的 最 大 似 然 估 
计量 为 














i 


0 = min{X, X,, …, ,| SX. 


x 宇 0 


_ e200) 
和 于 的 分 布 玖 数 为 P(x; 0) = | ”所 以 X 的 分 布下 


9 i 


Ta ，%X 三 0， 
ta i [| | 


因此 , X, 的 概率 密度 为 


Dper Ce ， 六 本 0， 
Hay oj 
0， 其 他 . 
从 而 0 = | xfu) (x; 0)dx = | x 。2712e-2(0*-9) dx 
= 0 


今 : =x-0 


| (t+0) :2ne dt 
0 


十 oo +% 
二 | i 2ne ”di+ 9 | 2ne™™ dt 
0 0 


= kT7T+09 (其 中 7 ~ E(2n)) 


1 
= 37+0 


Vt xX 二 0， 汪 
% 其 中 参数 w > 0， 


例 16.5 设 总 体 生 的 分 布 函数 为 F(x; a, B) = | 
0， 其 他 ， 
B > 1 均 未 知 . 设 X, XX,,…,X, 是 来 自 总 体式 的 简单 随机 样本 , 是 该 样本 的 均值 . 
(1) 当 aw = 1 时, 求 B 的 矩 估 计量 ; 
(2) 当 B = 2 时 , 求 a 的 最 大 似 然 估 计量 , 并 判别 它 的 无 偏 性 . 
精 解 的 概率 密度 为 
f(x; a, B)= 


0 ， X 二 QQ， 


-(B+1) 
(1) Be = 时 ,Jo 8)= (A 本 


9 ™ 
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EX = | fa; 1,B)dx = | Be 和 





= a 和 
令 EX = 部 即 3 = 艺 解 此 方程 得 B = 二 一 从 而 忆 的 箱 信 计量 为 记 = | ] 














有 2a rx, WV 区 x HE 、 
(2) 当 B = 2 时, f(x; a 2) - 记 样本 的 观察 值 为 5 , x4，…, %,， 则 似 
0， 其 他 ， 
然 函 数 
I Xl 过 Q， 人 X 过 Q， -5 xX, 三 Qa,， 
L(a) = . ® es. 
0， 其 他 0， 其 他 0 其 他 
I Wy) NI, XN 三 Q,， 
0 ， 其 他 . 
显然 L(a) 的 最 大 值 只 能 在 ww ,x,,…, x, 三 a 上 取 到 , 所 以 可 化 简 似 然 函 数 为 
L(a) = 2"a (xi MX2“ 如) Xi Ma ， Mn 之 QL. 


容易 知道 L(a) 是 单调 增加 函数 ， 所 以 当 a = minlx , x;，,…, x,| 时 L(a) 取 最 大 值 . 
因此 , a 的 最 大 似 然 估计 量 & = min| XX ,XX ，…, 各 上 





下 面 考虑 a 的 无 偏 性 . 
aw 全 
B =2 时 , F(x; a, 2)= | 和 
0， 其 他 ， 
所 以 a 的 分 布 聘 数 为 
1 - ay, = a， 
ntl dT | 加 Y= 
0 其 他 
从 而 a 的 概率 密度 为 
2na” ~ 
fa(y)= Ea ? yy QQ, 
0， 其 他 . 
用 于 胶 = 和 y=] 2 本源 所 以 & 不 是 a 的 无 仿 信 计 量 . 





~ 和 wm 上 wm Dh 





同济 大 
同济 大 
同济 大 
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